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1. 

De fuDctionam ellipticanim multiplicatione et trau 
formatione, quae ad numerum parem pertinet, 

commentatio. 

(Auct. Joan. Theoph. Sanio^ prof. math« Regiojnootano.) 



Introd actio« 

^bel et Jacohif yiri clarnsimi^ qui functionuiii ^ quae ab ill'^ Legem; 
ellipticae appellatae sunf^ tbeoriam novis fundamentis tuperttnixeniut, fi - 
mulas generales de transformatione et miiItipIicatione> quae ad nuir 
rum imparem quemounque pertinet {jiA.Jacohi Fondam» n. pag. 18)^ yy'i\ 
diu proposu^frunt; formüla? vero ad casum ^ quo numerqji ordinis par <>. 
pertinentes |< etsi non prorsus sflentio praeterieraut^ tarnen ^ quum inte 
gereut, eas ex transformatione cecuudi ordinis^ quoties oporteat, repet 
et transformatioiiibus imparis ordinis conipom posse, uou accuralius pr 
secuti 8uut* Quum autem formulae, illi casui accommodatae^ muUa q. 
dem ratioue formulis ab iliis viris eil» datis similesi tarnen multa aKa pk ^ 
pria habeant, eas eruere operaer pretium Visum est. Quamcpiam deii}. 
Cl. Itoryj Anglicus geometra, formulas transformatioms et imparis c^ 
paris ordinis primarias deduxit, atque demoustravit (vid» ^yPhiloeophi: 
transactiofis'' anni 1831 pag. 350) > tamen, quun) quaestionem tantum tv 
trauBformationea reales restrinxerits oonnuUa non mtis illustrayerit (ex. 

cur fuuctio ji — sin^am^^yM] quadrätum completum sit) atque mu 

transformationis ad parem ordinem pertinentis propria neu <K)mmemt 
^erit^ hoc scriptum edere, baud prosus inutile nobis Visum est« 

Siguificationes et formulas, quas e Cl' Jacohi scriptts notas sup;^ 
liimus, bic breviter in conspectum ponere placet. 

Si integrale ellipticum primae speciei 

dtp 



r^ 



s= u 



pooimus, angulus (^, qui pendet ab ipse u et modulo x, amplitrido ip^; 
u aomiuatur, scu brevius scribitur: am(//^»), ita Mi sit; 

Creltü'« Journal t\. M. Bd. XIV, H(L I. 1 



).<■ 



•»> 



I 

^ 1* J. Tä. Sanio, de f und. elUpU muU, et trankt. , 

sin ^ =3 sin am (i^9 x) 
yf{ir^f\vr(p) = cosam(z/y x)^ 
Ipsum ^ argumentum dicitur harum functionüm 910 am (2/, sc), cos am (i/» x) 
etc«9 quas CK Jacohi elliplioas appellavit, ita ut, posito sin am {u^ %) =: Xj sit 

21 =s arg« sinam jr." 
ModuliiSi a quo pendet amplitiido^ sive imcis inclusus y i^t antea,- addctur, 
sive in margine adjicietur; quum vero id seqq. nuilus addk'us erit, modu- 
lum X mente suppleas« 

Porroi si «expressionem 

signo ^am«/i designamus^ invenitur: 

Id.sinamu 
— K — — = cosami^Aami/. 

2t — 5 = — smamwAamw, 

au ' . 

^ d(Anmii) 2 

o» 55 ' ^ — x^ 

Integrale 

r ^ d<p _ . 

ponatur^ atque eadem functio^ quae ad moduli^ quod dioitur, complemen- 
tum %'= /(l— x«) pertinet^ 

J^ •/'(l— x'x'sin»<p) — '^^ 

Cum Ci""^ Jacohi deinde {k — ü) vocabimus complementum ipsina u^ atque 
complementi amplitudinem breviua coame/ soribemus^ ita ut sit: 

am(* — <f) =s ooamn. 
Ex qua significatione manant formulae (Joe. (und« pag«31): 

smcoamci =5 — , 5« coscoamei t= — • 

x* 

6« Aooam^^ ät — — ^, 7# tans[eoam'i 



-^ *— — x'sinamiioosamt/« 



n 



Aamw' ^ X' fang am m' 

Substi^utione facta sin^s; / tangv> ubi i £=: ^~ f^ fieicile reperios; 

p " d ip ^fv e^ _. 

y o V"(l~x» sin* ^) ./o V(l— x'x'siii* V) 

unde fiuity si ponitur V^ = am(/i. x^) 

9 s üm{iiif x); 



\ 

I 



1. J. T*Ä. Sanibß dt f und, eltipt. mulU et iranaf. 

8* sin am /n ss /tangan)(i/^ x^); 

9« tangamiei s= /8iDaiu(£/^ x^; 

1 



10« cosain/£/ =: 

11« . ^vmiu s= 



co8ani(i<, x')' 

1 

■ . • 

8iocoain(i/, x'}' 

12# siDcoamin a=s - — t-^-t; 

13« V tangcoamitf s=r . . ~> — -r-; 

^ x'8inain(ii, X')' 

14. 8iDam(;/ + /l:0 = — : ; »inami*' =: +'-oci 

15. co8am((/4-/i:0 = — ^^^^^ ; 

16. A am (tf + 1 iQ ss . — /cotami/i 

17. taDgam(f/+/lrO = — ^ 



Aamu' 

18. «in coam(£/ 4-/40 == — : ; 

et aliae. 

Functiones ellipticae sunt diipliciter periodicae^ i. e. non mutantur 
I. 810 am 1/ et sincoamz/» si augeatur argumentmn u quantitaie 44 vel 2ik'^ 
IL cos am 2/ et oos coam £^, ••• ...•« --.4^. 24+2/4', 

III, Aami/ et Acoame/l , , . - . . . - ^ ^it - 4/)fc^ 
lang amz/ et taog coam2/) 

Quaotitates 44 et 2/4' vel potius 4 et ili'^ et generaliua cü = a4-f-Ä/4', 
i(a^ zizck-^dik^f ubi a, i^ c, <f numeri sunt integri^ indices periodi func* 
tionis sin am// appellabimus^ si quidem sinam//) argumento '// mutato in 
U'\^2<a vel U'^2i(a', aut omnino aut quantitate non mutatitr. E binis 
indidbus periodi permulti alii deduoi possunt; nam c formulis 

8inam(//-)*3^) ==^ sinamn, 8inam(//4-2/ftiO ss? sin am// 

sequitur sin am (// + 2 /^ o) -|^ 2 /)' / (t)0 = sin am //, ubi /? et p^ numeri integri 

quilibet sunt. Si vero inter numeros a, c^ e^ d, relatio valet: ad — Acs= + 1, 

indices o) et ito' con jogatos vocabitnus, e quibus ambobus indices reliqui 

««MQttes componi possint. 

Forpiulae Eulerianae de functionum ellipticarum additione Tunda- 
mentales sunt: 

. /IN 810 am n «-OS am v ^ am 1^ ji ro« am u A airm s in am t; * 
1«. «nam(«+u) = l-x<sia'am.i.sio'<....r. ' 



1. J. Th. Santo, de funcU ell^i. mulii ei iranif. 

^^ / • N cosatniicosamv-f 8in am II tfo am v^mii A am t; 

^. / . \ AamiiAamv+x'ainamtiainamvcosaiimcosamt; 

^ — ' 1 — X* sin* am n sio* am v 



{Qde 9uiint multae aliae^ (vid. Fund« pag* 32^ 33) et hae (pag. 37) 

sio^amu 



22. 



8iD«m(ii-|-^)ftio*'n(i<**^^ sin' am a 



sin* ama 1-« x* sin' am u sin' nma' 



Aj [1 + X ain am (u + «)] [1 + x &to am (n ^t a)] ^_^ [tjixaiD am usin coamar]* 

.A*ama "** 1— x*«iii*dmM 8ia*ama* 

Äj [l~x»8in»am(tt+a) 8i n*am/g][l— x*8itt*am(ii— a)8in*am /gl 
[1— x*8io*amii8io*am(^+7^[l— x*8in'amii8in*am(a— /?;] 

( i — X* 8in^ am a 8id* am^ I 
1 — x'ain^ amuain^amo/ 

4!i Joe. Fund. §• 54« pag. 156» form» (5.)]. 

Si porro integrale eliipticum seoundae specid 

yV(l— »t'«V(p).3<p=y*"A'amii.ai/ = E(ii) 
mituri invenire licet: 

-iu. ^v«T»;-r ^«^ «*; -^ \. ; 1— x* ain* am« sio» ama » 

f. Joe. Fund» pag. 138. Diar. CrelL vol. IV. tom. 4. pag. 376.]^ 
26. -E(«/+ ») == JB(^) + £( w) — *'»in am u sin coam u, 

>i a> = (2/>+l)l:+2//*S p et />' numeri integri quiiibet. Integrale 
?j * 

E{u)ou appellatur log n (11)9 sive 

a{u) = e^"^"^^, üM tf « 2,71828 .... 
' deri?atur formula (vid. I. I. pag. 378) 

'^ bae fimctione log^Cf/) pendet integrale: 

n(i/,a, x) = fc'ttnamaeogamaAama/", — ^«mnö« 



amMaio^ama' 

jd secundum eam, quam Cl. juegendre instituit, distributionem integre« 
'n elliptioorum ad speciem tertium pertinetj nam Talet aecjuatio: 

28. n{u, al == «E(«) + jlog|g=f|. 

E functionum elliptioarum indole duplioiier periodica fluunt tlieora« 
ta ^^-riiientif! qtiae« mntati« mutandis, fam a Cl*""" Abet panJ/c. Jv} ^omi- 



imqA 



5 



strata, partim lade facilc deduofa^ (in Diar. CreU. roU II. pag. 112 geqq.; 
vol. rV, pag.259. seqq.) »ine dcmonstratiooe huo apponere satis babemus. 
Quae et aUa quo faoilius sign!« exprimere possimus, in bao tota 
oomineDtatiuDouIa b'teris /», ;>', 7, y' numeros integros qiioslibet et paraa 
et iiospares , sed literis m et m' nibil nisi pares, fi et fi' nihil nisi impa- 
res numeros designabimus. His semel pronuntiatis, numerorum aignifioa- 
fionem singul» oasibus repetamus non oportet« 

Tb. I, WDainui:«ioama =0 ai argamentum «ss±(— l)'*a+2pt+2p'jft', 

- - Ksss±a + 2mik + 2p'iJb', 

- - . uss+ai-2iiki-2pik', 
^ . « = ±«+2(p+p')*+2(p— p')i*', 

- - tt = +a+2p]fc+2(p+u)a-', 

- - »s=±(— l)^a+2pfc+2p'iJfc'. 

- - u^±ai'2pk'^2mik'. 



IL 



m. 



•incoainu^8iiicoaina:=0 • 

8incoatnu-('>>ocoamas=0 - 

cosatnu— cosama =0 • 

cosainM-|*co8aina^O • 

ccscoainu4^co8coaina = > 
Aainu— AainassO) 
Acoamu — ÄcoaufassO' 

A am u -f A coatn a SB 
a coain m -f- ^ coa m a 



aasO) 
assO/ 



uss±a-t'2pk-^2ttikf. 

ii = +(-.l)''a + 2pJfc + 2p'a'a 



IV« laogaiuuHh^dogdiQorssO « • • 
Aain(2pÄ:+/iiA:0 == oo. 

Ubi bis in aecjuatiouibiis sinistra parte siugulum Signum positum est^ in 
valore argumcnti u ambo Bigna posita simul valent: ubi vcro et sinistra 
et dextra parte sigoa diipla iDvemuntur, Signum superius sinitra etiam in 
Talore argumeuti u supetriori^ inferiusi inferiori respondet« 

Neque inveniri possunt uUi alii valores argumenti u, qui Substitut! 
aequationibus Ulis satisfaojant. 

{a 1« 

Ds fuDCtioDum elllipücarum mulüplicationei fjuae ad numerom parem pertioe^ 

His adjuTantibus tfieorematis^ functiones eHiptioae sive iunctionea 
trigonometricae amplitudibis^ quanim argumentum numero n pari mnl- 
tiplicatum est, eisdem ar{;umenti simpHcis functionibus faoile exprimuntur« 
Scd antea demonsfranduun est theorema, quo forma funotionum iuquiL'exr^ 
darum constitüitur. 

Tbeorema YL ''Si ponitur ün^mu^ssiXj %ink.mnuzssx„y at»(ne n 



n-j .?'"a8 quiouDC(ae intr-^^^r par est^ lunctiones «i,, /"(!— -d?5), /"(l 
rnji» .mduunt: 



*<%' 



■i. ^2 



CT. 



) 



6 1, J. Tlfv Santo, de fumt. eWpt» mulU et iran^. 

Vnn ^ nn r „r 

81 autem n est numerus quicunque impar, eaedem functiones respo for- 
mraa aooipiunt: 

1. ^^, 2. •-(l-ara:)^. 3. ^(l-«'x')^' 



nir—i 



in— I 



ubi Z7, Z7', i7'', F siguificant functiones cV^Picnti x integras rationales pa- 
rcsy singulas ejus ordinis^ qui numeris appositis *ndinatur [y. Abel in Diar. 
Cr^//. vol. IV. pg. 258]. 

Nam ponamus 

»ibi ^pt Bpf Cpy Dp BigDÜicent functioDes integras ipsi'us .^ = sin am i/ , ex 
theoremate Euleriano de fuoctionum elHpticanim additione [vid. Introd. 
form. 18«) 10., 20.] faoile derivantur formulae sequentes: 

Atn_ 2A^.Bp.Cp.Dp , ^/i_-.7x__B2i:_fi?D^---^;,6;\ 

rn a 2 N _ ^2p ,^ Cp D^j — x .^^ Bp 

V t A— *. Xip; — ^^^ — j^4 _^a ^4 

atque e formula: 

Jam potP«t ciemonstrari, formas functionum at'gumAnti et(2/> — l)ei et '2pu* 
l>ropo8itas vaten% si eaedem valeant resp. fno argumentis pu et (/i--*I)e/^ 
sive p numerus impar sive par est« Si enim ordines expressionum ^p, i? 
Cp, Dp, ^p^iy J^p^ij C^if Dp^i cqmputaveris, reperies casibus ambobus: 

I. j^^x/'{i-xx)/ii^zW}U,^.,y D,p=F,^, B^:=zir,^', c,p=z7;;^. 

atque, posito brevitatis causa (2p — l) = fÄ, 

Termini, io qiiibus potestas est summa ipsius x^ evauescere non possurt; 
nam functiones />^., B^D^, C\,B\y %\ p numerus par est, ordinis majori^, 
si p impar. ordinis minoris reperiuntur, quam illae resp, x^^f,, ^^. 



1» / T/r. Sanio^ de funcU ettipU mult* et transf, 7 

x^JlBjjS fimctiones itom D^J^^^^ D^Bl^i^ ^P^r-i ^^asu primo ordinis 
majoris^ casu seeundo ordinis minoris sunt quam functiones resp» ^ Z)p^ ^ 

Kestat^ ut probemiis, functiones A^^ y B^p , C.^ oum ipsa D^ ^ atque 
Apy B^,j C^ cum ipsa D^ nullum habere faotorem communem^ si quidem 
jf^y B^y Cpy, D^ ct -^p_/ , ^v^^j ^f-i > -D^-i Dullum habeant» 

Jam pouamus^ cxpressionibus u^jp = 2ApBp C^ Dp et D2p == i^ — ^^A^ 
esse factorem oommunem^ eum in una vel altera ^fuuctionum A^^ Bp^ Cp^ 
Dp contineri elucet. Sed fugere non potest, quem habeant D* — %^A* et 
Api autZ>p — ^'^A*, ot Dp factorem oommunem, eundem esse ipsius^^p ^^^py 
quas* nullum habero statuimus« E causis eisdem tum i^^p «= Z>^ — ^^(^l — ^pf 

et Bpy tum D^p^s^D^p — jtC^p — C^)^ et Cp faotorem oommonem habere 
neqiteunt^ quem eundem non habeant resp« aut Dp et Bp aut Dp et Cp. 
Itaque apparet, fractionem ^, ergo etiam et §^=^g^ «* § = 

^ r.2 ^ iö expressione^j simpUcissimas redactas esse^ si fraotionps ~=r^, 

MJ-ip 'Jp 

Bp Cj^ 

Si porro in fuactione : 

Dumerator oum denominatöre factwem haberet oomnuiDem, hoc ipso fac- 
tore :=0 posito, prodiret tales valor ipsius Xj quali eflGciautur 

et ^lD^.t—DlJl_i = D et DlD\_,-.y^ A^^J^^i = 0, 
siv© xl = x^i ^ 1— x'arpir^_i =«= 0, 

imde sequer^tur a:pss + — • Sed Talent qiioque formulae: 
ertT \ quia *• = a?p_i 

1 t 

quoi« est absurdum; quia ex box valor xl = ± 7- »^"* '*^'* potest. Funo* 
tknes igifitr J^p^x et Ap^o ^""g^ etiam iß/^-i =^ ^ap-i -*--^t>-.i ^t C^^ 
SS DJ^j~x^p.i cum ipsa ÖJp-i factorem commimem non halMBnt 



^y j^ divisöre communi careant« 



.g 1, /• Th. Sanio, d€ funtU tlUpt. mulL et trenff. 

Quin igitur formae expressionum sin am 2 /? £/^ cos am 2 /> t/, a am 2 /? £/, 
sin am(2/' — 1) tf , cos am (2/i— 1) n, a am (2/> — \)u propositae raleant, si 
paedem Talent pro functionibus argiimenti pu et (/?—!)«, atque fiinctio- 
nes argumoDti 2«^ et 3 w ex theoremate EuJeriano ejusdem formae repe- 
riantur ^ iOae formae propositae. valent in miiversum j quicunque sunt nu* 
meri 2p et 2p— t. 

Secundum theorema L, posito tAnnmu =sxj ninamnussy, si n 
Dumcrus integer par est, y == iieri videmus omnil)iis easibus, quibus ar» 

l^iOtieDtum nussunt-^^m^ik^, sive u=z ^ '^^ ' , ubi in, m' numeri 

smit quicuoqpi^ pares, valore non excluso, et posilivi et negativ! ; itaqiie 
y talem esse tunotionem ^ius x, qualis evauesoat pro valoribus. ipsius 

x^=£sinam — ^ « Ex quibus valoribus innnmeris, qüonnn multi in- 

ter se aequales reperiuntur, illos soIos eligamus, qui non signo sokim cou« 
trario sed quantitate inter se discropent« Itaque satis habemus, inlrestigaro 
ipsius a? valores, in quibus m et m* numeri sunt posftixi« Sied quia 

X sssmam ^ ^ ^ ^ ' - — - — - — = (-r-lj smam — ^ .; 

pro quoqoe valore ipsius or, cujus argumentum numeros m et m^ ipsi 2n 
aut aequales aüt eo majores implicat, semper dafür aliu9 illi aut omnino 
aut quantitate aequalis, cui insunt numeri m et m' ipso 2/i nunores. Porro 
ex bis aequationibus: 

smam^^ '—^-^ ^ — sssmam — — ; 

sm am ^ — = ss sm am =-^ ^ — = smam — — ^— ; 

8inam'(^+ii^)==:biüam(~--/i'); 

.> (i. , mfik\ . /. m'ik'\ 

smam ^*-f — - — j = «n am U'— ^1 

satis elucet, quoniam valores ipsius x tantummodo quantitate diversos eli» 
gimus, numeros m et m* ipsum n non suporantes poni posse, dummodo, 
ubi est numerus m = 2, 4, 6, . .• . /2~2, numero m' valores 0, +2, 
±4, .... ±{n — 2), +/? öut — /2, ubivero /w = vei msszn, ipso /w' va- 

lores taut um i)0si(ivcd Iribuömus. Ex quibus ^ +2 valoribus ipsius x 

postquam eos quatuor, in quibus rn et /«' =0 vel = ."i mter se conjun- 



[U 3. Th. Sanio^ de fisnci. tllipU mülL et transfi 

gimhir^ rejedmuS| reliquos —^ — cmnes quantitate diveraos esse cOnten« 
dimus* Nam ponamus^ illorüm valorum duos esse aequales: 

BIO am — -^- i= ±810 am -^ , 

quorum io argumentis m^ m\m^\ m!'\ numcrl sunt nares es: iUis emi« 

meratis ipsum n non superaotibus^ ipsum — r--^^^ ^- forrnam habere 

+^'^+J^'J^ + 2yir+2//l:V site 

esse oportet» 

Hio6 sequitur, si quidem m et m^^, m^ et ^^'^^ inter se diFersi mn% 
orgo numeri ^ et f^ meram dfram superant^ numerorom m^'s=s ±m-{-27z^y 
/7i^^^ 35+771^+^^/ semper certe miiim ipso n majorem esse debere^ ut 

evadat am am — = ± sm am -^ — ^ ; bmos jgitur valorum. 

quos enumeravi) esse quantitate diFersos^ nee aigno solo discrepare« 

Quum vero sit y e=sy^(l-:-Ä:*)./'(t-^x'x^),-=2r± funotionem pa- 

^ IUI 

rem Unn--* evanescere videmus pro eisdem ipsiiis x valoribus^ quibus y = 
fit, nisi forte pro Ulis aut ar./'(l — 6fi)./'{l—^x^) evanescat, aut V^ in 
infinitum abeat. Fit autem^/'(l — xx)/{i — x^jc) = pro ipso 

jcs=5sinam '^^'^'""'^ i ubi iw»0, /ti^äO, aut m^±n, m'=?Ö, aut 

mssn, m'=si±n; fit porro/^„n= <5o pro a? = oo sive pro x^inlnamii^, 
id est piro mssiO, m^ssn, Yalores igitur quatuor supra rejecti factorem 

f SY"^^"^^^^ - ^^ ^^^ evanesoeotem teddunt; sed quum restant ^-~~ 

quantitate di^ersi^ pro quibils U ^^ evanescere elucet, »i illis sigjaum et 
positivum et negativum tribi^mus^ invemmus functiouem parem; 

\ Mn' am = J 

^ n ^ 

Numeris m^ m' tribunntur yalores 0, 2. 4, .... n — 2, /i; Falores tarnen 
m^:?!^» ^'^^Iff ^^^^ ^^ coDJunoti exoluduntur^ atque ambo simul ra« 



:^) ü-at ttgnam nmltiplicatoriam , et ppatea S summatoriiim , a%epius a Geo« 
meüis «sitaia. 

CMIc^ taml a.M. na. XfV. Hft.1. 2 
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I, J. Tä, .^'ffliio, de /und . ellipt. muli* et trän. v/. 



leot sfgna^ nisi sit m = 0^ ye** mz=in, ve! m^ xss,n. A est quantUam con- 
8taD8^ quain e oonsidcratione «ipeciali deternrinare conreoit« 

Jam investigemus^ quomodo functi(K V^^ exprimi possit« Qniim au-» 

lern 8it y>g=: ^ / 1. ^•^^^=, satis appaiet^ r=^ nulUsfieri 

oasibus^ nisi quibus fünctip Vy^n ev^nßscat^ idepque fore, |it radiees aequa^ 
tionis V^ = bmnes cum iis ipsius x viiloribus ix^nveniant \ quibus 
ysssftiiiam/itf.Ts + oo efficiatur« Ex tb« Y« siu am /2 2/ = oo fit pii. Argu- 

mentQ /iiicsmt-f-jtt/l:^, sive yas '" ^ ' ^ noque arguiKienta plura in- 

Teniri possunt^ ai tn numerum queipque parem, ^ imparem sigoificat. 
lade sequitur^ funotionem ipsius x^ y^ in iDfioitum abire pro pmnibus va- 

loribua ^sius jf=8inam ^ V* - ♦ Quorum^ ai qqidem nonoisi quaoti- 



täte 



am am 



eligimus^ ex aequatiouo 

(27ip+in)^+(2/iA^' + /0^'^^' 

^ l_^ «1^ III— l^rrn^m '^ ^w><w ■ m» %9mmmm»mi^,^ßmm^^^*m^ 

\ 

n 



P •. 



2= ( — 1) smam - 



Tnk'\'Uik' 



n 



irejioiendua est quisque^ in quo numeri in et /t ipsum 2n superant aut 
adaequanti, atque adeo, quia 

sm am '-. r^ — — — = sn» am — -^^ — , 

UQ am ^^ — ^^ »-C — — g,ö am . 



n 

«nam - ■ ■ — — = 8mam 

. n 



n 
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nun^ieros m et ft ipsum n non ^aiiperare, statuero licet ^ dummorlo ipr ^ ^ 
pro, /» ps 2, 4, 6, . • . . /i — 2 vaiores et positivos et negativus ±1, ± j, 
i5^.... ±(«-^l)> pro ms=0 et m = /i, valore« tantum positiv! tribua- 

intw. Qiium vero restantes -5- vaiores ipsius jr, pro quibus ^„n evanescit^ 

omniDO quiuitl^te diSerre eodem^ quam aintea^ modo facile probetur, ne- 
que plures divers! repörianturj si tribuimus Ulis et Signum positivum et 
Q^gdti^nom^ invenimus funotionera parem: 

y csn/i— — — ^- ^\ 

V 8in*am5i££lLl./ 

idn numeris m et u vaiores sunt antea eniür erat!« Oonstans non est adsoripia» 
qiiod oonstans jf^ supra ad|eota| ipsi tunctiom y =: — ^ p^ — 



« 



1. J. Tä. SaniOf de f und. tttipt. mult. et trantf. H 

apta determmabitur« Qitum enim y formam habfat Ax—Q:^ fädle m- 
vcnitur diflPerentiätione : 

/5^"~" f (or*) **■ F(x*) • a(a?») . F(x») Fla?») • d(x^) 

et quia funotiones f(x^) ^et F(x^) pro valora o? = unitatem adaequant» 
fuootioneft aütem ' /}%. et «s,^.^ in iDfinititm non abeunt. erit -4 ss ^ , 

Mi ditTerentiatione facta/ ipsa jrssO ponitiir« Sed constat 

dy _. »y(l-rr)V^(i-xVy) 
. - '-.i?^ "^ V(l— a?a?)V(l— x»a?a?)> 

quia> '^ ■ '"^" gscosamgiA am^/» ergo^ quum fiinctio y rimul cum ip8a x 

evaneseat« A^=in. 

Denominatori funcdonls y afiam fonbam induere licet; est enlm ae- 
cundum forxnulam (mtrod.läi) 

y. sin' am -^^ /*. 

\ 8in* am— 1— ==-^^ — / 
^ * ji , 

Quibus reductioDifous adhibitis, evadit: 

y >inr ara = ^/ 

n ( 1 — x*x^ siD* am =^- -' — 1 



/ » 



"<•••» 



Numeri m et ;7i^ habeot valodrat-O^s^j^tri^, • • . . /i — 2, n, numenia f4 
Wo 1, 3, 5, ..•. Ä— Ij valorea'lame» otä|^; m .=ri J inter se coo- 

jungi nequeunt, atque valent amba aioüuf signa^ nisi est w css 0, aut /w = ä, 
aut to's=5/i# • 

Functionum deinde y^(t-^yy>=^, ^(1— J^Vx) — W^ mime- 

^atores solo» ertii opus eif, quSa deaonrinafor idem ekt ^a,. 

■ ' 2* 



- ^ 



12. 1. / Th. Santo, de /und. ellipU muH. ti tramf. 

Ex theor. IL pro a s::* / 'sequitur, fimctioneiii ^(i-^yy)t=:eo%Bmnu 

evaneseere pro valore argumenti häs^- — s— — . wfe pro x^suamn^-—^ , 

i& numaris jk et /n omnes^ quos licet^ valores tribuas«. i()ttibus e valoribus 
iipüm X 81 diversos tantum eligere pIaoet| omitti possont otnn«, in qui- 
bus /Et vel m y^n reperiontur^ quia est: 

amam^^ — iljjil — l^ — c— i — f — ss (— 1/ giaam *^ - ■ 

atque adeo per aequationes: . 

sinam^ c/_i: s-s sin am -^--^ — — « 

sm am ^ — ^-^ — = «mam *- 

pro ft et m omnes numeros ipso n non- majores ponero licet ^ sed ubi 
m^riy et positivoa et uegativos« ^Itaque de omnibus ipsius x valoribus 

^ relinqinmtur, quos ioter se omnes quantltate differrO) facile^ ut antea^ 
monstratur» Quorum ntillus quum in iofiuitum abeat^ et omnes functio- 

nem cosamnu =s^ = efBoiant, dsdcih ipsam Ü'„„i=i0 fieri satis elu* 
oet. Ergo ponimas: ' 



et 



\ Bin* am ' J 

^ ! ain* am -^-—^^ / 

n. /(l— yy) ass-cosamflü = 



n(l— Jd*x*8ui*am ^'"^"j 

Numero m tribuendi sunt valores 0^ 2^ 4^ • . • . ^ ^ numero >t vero 1^ 3, 
ifn...n — 1; pro valore msssn, in detaomin&tore etiam pro /7?s=s^0, 
unum tantum Signum välet» 

Constantem adscribi non opus est, quia posito d? = 0^ utraque ae* ' 
quationis pars =: 1 redditur» 

Prorsus eodem modo^ quum e tbeoe. Vl.^ posito a sszk±itj se«^ 
quatnTi fimotionem ^(i'^%^yy)9si äümnuss^ evaneseere pro ipsius 



t 

1# S. Th* Santo, de funcU eJlipt mulL et tronsf* . 1!^ 

ti valoribus <i^±üll^ giVe pro a? = rinam ^^"^^''^' ; iota Taloriim mul- 



n 
nn 



titudo reducitur in -^ omnino diversos et finitosj in quibus numerus u ss 

1, 3, 5, .... /i-^l, /x'=±l^ +3, >•... ±(/i-^l), qui et ipsam i^K*=»0 
ef£k)iuntt Unde ponere lioet: 



n 



sire reduotionibus adbibitis fadlibus per aequatiönem 

1 

ünmn(u±it) sss — , 

^ — ' X sui am u ' 

^7;; c= n (l-i^V8in*am«!i^i^ 
ergo 

Numero m tribuuntur valores 0^ 3| 4^ . ^ • . a^ ^umeria /i et ft' valores 1^ 
3| 5, »•«• /i — 1; in denominatore pro ms=0 et mzszn unnm tantum 
Signum valet« 

Faotorem constantem adjiciendum unitati aequisildm esse, posito x^O^ 
safis apparet. 

Corel larium. Hi$ in formulis omnibus si parte dextra pro signo 
sin am, sin ooam ponitur, numeri m, m\ yt! ^\ valores eosdera retinent» 

%. 2. 

I^revitatis eausa in seqq. signis multipl. ITi i II2 , H} , TIo , alipui 
functioni praefixis indicabimuS| uumeris m\ rn\ fi, fi\ quorum nonnuUos 
functio ita designäta implicat, eosdem tribuendos esse valores^ quos habent 
resp« in functionis 27„,i^, i7;,Hr^R»/^iiii« Itaque erit: 

\ 8in* am =l^ J 

L y = "^ 



n . . nik + aik') 

\ am* am — ^^-^ — / 

n 



n 



°*('~T; 7k±miA 

\ Bin' am '~—= — *-/ 

Do ^1 - «»«» «in» am ^^l^^t'JL^ 



t 



14 1. /. TA« Sanio, de f und, ellipt. mU'L et tranrf, 

n^ ( 1 — X* a:* Äin» am =-^- — 1 

Sigbificdtio similis in seqq. est signis summatoUis Si ^ 2^ » S3 > So • 

Qoum per formulam 8inain(u + /i^)= — facile ioveniantur expres- 
siones: 

rix skor am ■ -^ j=b ■ >^; - ^ ■, 



7»« 



TT • 'i'mk'huik^ (—1)^ 



nn 



ex aequatione (I.) seqtutur: 

Cujus aequation» /zn^ ordiuis u invest^antur radioesi quantitate innota 
positQ ^v'^ 4im, extea^ßla emergit, atque satis nota estt ar' a siap «nii/y 
quippe qua Jn 9iq>poaitiojic valeat aequatio I.; sed magno sine studio 
cognoscitur^ iilius aequationis radices esse omnes quoque eos sin^ am ; qui, 
argumantis nume^p n multiplicatis^ ipsi y^ aequantur; ergo ex theor« I« 
radioes cbntineiitur in formula : - . 

*'« 8iü« am ((-!/« + iE*t2plL') 

r^i tribuuntur numer%i /»> p^ successive valores 0/ 1^ i, • « • • n — !• In hos 
entm semper redi^ci^^ossunt omnes alii sin"^ am^ in quibus p, p^ vet nega« 
tivi vel ipso n majores ponuntur ; neque barum radicum bini inter , s^ ae« 
quales sunt, nisi pro valoribus speciaiibus ipsius u. Nam si ponimus ex. gr. 

x'^ 5.V am in^rfuA- MJ^'l^ ^ 8,Vam((^l)'' u + ^P^+^^P'^') . 
ubi Ikerae Pf p% 9% f numeros designant ipso n minores 9 oportet esse; 

tinde 

f^p^nr, f':=sp'+nr\ ^ 

Sed ciuemcuhqae vatorem positiviim vel negatirum numeris r, r^ tribti«-^ 

muS| nunqnam repeiriUiitur numeri 9 elf posiävi ipsuin.A non superan« 



1* /• TA, SaniOf* de funol. eUipU miffr« tt frantf. 15 

tes. Quibtis Omnibus oollectis, seqiiitar aequattd Tdentica: 

SS lila:* — siD^am(( — l/w+ '- — ^— ^ )\ 

cujus m ufraque : parte potestas maximä in unitatcm ductaiest« lode oon« 
cludere liccf^ coelBoientes utriusque partis, qui in easdem ipsius jt^ pote« 
States ductf sunt^ aequales esse, ex. gr. coefBcientes potestatum (^)% aive 
terminos cönstantes : 

. n Sin' am ^(—1) u + ^ ^ ^ ) = iloSin^am ^^- = — 

. . » • . 

Stä haeo formula nihil novi suppeditat, quia in utraque ejus parte per 

1 1 

formulam sin am ir . sin am (u *{- ^^0 = — ^i^ factores ==» — facile inve- 

aiuntiir« 

Coeffioientes deiudc poiestatöm et x^''^'^ et rr"^ in utra^iue parh^ Jüeqaa- 
tionis 1« inter se comparati efficiunt: 

^\ ^ • 2 f/ 4\P.. I 2pfc + 2p'iA:^ «» , o'C' • *» inktytlkf 






1 * 7t* - --• 1 

siD» am ( (—!/«+ " ^ j "^ sia' am :^- — 

»ive: 



-T-> 



Ssin» am ^(-1/fi+ ^ ^ V j =s ~.2 + 2C— 1/' ^ Sosui» am— •=^— 

unde sequitur : . 

4. sA.-«»((-i/u+^-£iJ^c.':*:) = j^.. 

■ J,} = 0, 1, 2, 3, ,.,.»- 1, 
sire, si mutatur u in 2/ -f* — i ^t peraguntur trfthsformationes faciles, 
5. /ly == n^%WBmnu == Ssin^am(x/± ^ "'^^* )> 

Kumero 7/1 tribuuntur valores ü, V» ^» «••• ^1 uumero /ü vero \f% 5 •«• 
.... /2— 1. Signa ±> i, nisi m=:0 aut m^s^n valent omnimodis iaiet 
86 conjuncta ; pro m 5=; et nns^n signa ± priora valenl, aut po.steriora# 



46 U J^ Ih. Santo, de /und. ellipt. muH. et tran%f. 

'S 

% 

E formula 4» pro valoribus argiimenti u sinjjularibus fluiint faae: 

. S2 sin am /-^-^ es 7r-r% 

/• ^«sin am^^ sas -—^ 

Corollarium. Quiun e formula 3» sequattir haec: 

2üf — , , - .,. 1 = 

1 . - mk-r Ulk* \ 
VsiQ* am TT-' -^^ — / 

atqiie expressiones : 

2^ • 1 mk + uik* 

fz 

s 

et 

jgjm-2j] g^a ^jn —Ti 2„ ^ 

^ n ^ . . mk + uik< 

8iü^ am =s£i,«^ 



71 



ooeffiolentes aint r^sp« potentiarum x^ et x^"^^ In funotione r^n^ bao in 
deaominatore fuootionb y termini poteatatom x^ et x^''^'^ desuniU 

Quo alio modo functiones smQmnu:^y, cosam/zii» äamnu per 
diias transformationes n^ ordinis componi possinty 10 plaguUs posterioribus 
ostendetur» 

Nunc rero nonnuUa adjidenda sunt de muItipUoatioue integraiium 
eliipticorum aeoundae ^t tertiae specieu 

5. 3. 

B formula 5« §' 2. sequitur baec : 

rrAramnu = 2A^am^ii± --— K 

. cpiae per du multipllcata et insuper integrata inter limites et 2/, prae- 
bet baue aliam de rnuitipIicatToae fuactioDid F(u) (vid. iutrod» fia,)^ quod 
ex: tribus geaeribus iategralium dlipticorum secuodum est; 

Numero m tribuuntur valorea 0, 2, 4, 6, • , • • /i, numero ju rero 1, 3, 5, . . , 
• •• n — t. Sigua ±, ± Talent, nisi m ss^O aut m^ssn^ omnimoda fnter • 
se oonjuQCiä^ pro >i = et m;;;=:n eigaa + priora ralent, ftignum vero 
sotum •{- posterius» 

Haeo formula, advocata illa (introdf 2$.) 

• • • 
c5 2£(e/)-^2K^8mami^co8am2/^amcrT — ^^ ,;, > ^t — . a ' - t 



ans/. 



17 




<n- te- 



i/tiÄ/ 



n 



)' am 



i»fc + /i 



7i?*^* 



m<h facte^ eruere 
tiplicatione func* 
! älia tertiae spe- 



m* 



lioe^ ope formu- 



;)a. 



;{ralift elliptidi quod 



am u d u 

-ainasin^ami» 






a — a}siD*ani =^ 

n 





•(«^ 




ifc' 


'1 


+ 
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-) 




(' 


n 


+•)■ 







^ 



18 . 1» J. TA. SaniOp de funcU etÜpL mulU ei transf. 

Nutnero m valores sunt: 0, 3| 4, •••• n^ numero fi: 1^ 3^ 5^ #••• i7-— 1« 
Signa ±9 ± ömniiDodis inter se conjunguotur ; ri vero m :^Ö et mss/i, 
sigoa + tantuni priora valent^ signum -f- solum posterius« 

Indö fluuntf prout Amctione» Q numeratoris et depomiiiatoriB ter^ 
mini extremi combinantur: 

8. n(/ii/,/ia) = 2[n(i/,a+2^-i:^A')]. 
Ex cpia poBtrema vel alio modo obtinemus: 

(l- x^ sin* am (w-o) aiii* «m 2!l^ei^' 
1— X* sin* am (ii+a) sin* am — =- — 
7t 

Da.functionum ellipticarum trausforinatione paris ordinis. 

Integrale elliptioum 

n By 

transformari posse in aliud ejusdem formae 

per 8ub0titutionem rationalem: 

0UJU8 dignitas maxima x^'^ exponentem babet numerum parem^ jam CI« 
Jacobi in libro auo^ quem inscripsit Fundamenta nova etc. generaliter de« 
monstrayit« Sed per sequentia elucebit^ functionis illius y naturam multa 
ratione esse, diversem a natura ejus functionis rationalis^ quam ad num<v 
rum imparem pertinentem ille tractavit; aliäm tamen inveniri posse irra- 
tionalem^ ad numerum parem respicientem , cujus natura cum illa Funda- 
mentorum substitutione magis conveniat« Hujus^ quam inquisituri sumus^ 
fiinctionis exemplum^ quod ad numerum parem 2 pertinet, jam perdiu 
exstati iiia substitutio Landeniana. Quum hanc substitutionem irrationa« 
lem generaliter adhiberi posse ostenderimusi ibrmulas ipsas^d eam per- 
tinentes proponemus et demonstrabimus. 



( 
/ 



/ 



Ä 



i*^ J» TK Santo ^ um f und. eliipU muH. ei irantf. 
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OessigBOitiir ^gnis üp^ V^ .funotiones argumeot! sß rationales /»*' . et 
;*' ordinis, altera par, altera impar; %\t porro 

j ^ V — v'(«'-f^«») r^ 

effioitur btegrale eliiptfoum: 

rdv—udv 
VT 






ubi I'=r^r*+Bf^»/7»+CZ7* fuDctio par est (4/>+4)" ordiob, si ^</» 
esse ponimus. 



Funotio autetn y 



au 

dx 



ÜTi — repenturt 



Bx 



ü 



BV 

8x 






Substitutione igitur {IIa y = «r expressio 



transibit In aliam similem 



vel potius in 



dx 

5a: 



M signifioante fimotloneni ipftius ^ rationalem # si illa 

qüadratum completum, evadit. Ut vero baeo funotio (4/? -f* ^T ordinis ar- 
gumenti x^ vel (2/i-{-2)*' ipsius a^y factoreB^ respectu ipsiusjEr^ lineares^ 
omnes duplices habeat, inter coefßoientes ejus (/'+1) aequationes oondi- 
lionales intercedere oportet« Constantium autem, quae in functionibus U 

et V vperiuntur, numerus est ^"^^"^ + 5, vel potius ^2 "^ "^ • ^^ 

non mntatur y^ si, quoties alter factor nuroeratoris aut denominatoris per 
unam aUquam eonstantium dividatur^ per eandem alter oiultiplieatur ; vel 
si functiones^ Up et V^j iper unam aliquam constantium simul dividuntur« 
Qui numerus numerum (/7 + I) aequationum conditionalium vel aeqnat^vel 
superat pro valoribus ipsius 7: 1) ^^=^p — 3, 2) <f^=^p — 19 bisque oasibus 
resp« evadit \) p-^^i^ 2) /i-f-^« Sed casum priorem rejiciendum esse» 
facile infra cognoscetur; casu autem secundo^ quum numerus constantium 

3» 



20 !• J* Th. Santo, de/unct. etlipL muh. et transf. 

Dum^rum conditionum unitate aupereti imam aliquam confttaatium ad ar«* 
bitrium deferminare licet» 

Ut deinde Tideamus^ num fanotio rationalis: 

T 



M 



{r^-U^.}r{a + ßx-).n^'+ß^xn 



ut ia ordiuis imparis traDsformatione rationali^ quantitas oonstans fiat, fa- 
ciamuSi fuootionibus U^ V non esse faotorem communemi qujppe quo ad- 

jecto fractio y ss ^ minime mutetur« Resolvamus deiode fuDctiooem 

^-f-^y^+^y* in duos factores^ ita ut sit: 

sive 

Quam funotionem y si faotor quis bis metitur^ idem etiam uQum aut alte« 
rum factorum V^ — a^lP^ V^ — c^V^^ bis metiatur^ necesse est; nam 
factor quisque^ qui functionibus et V^-r-a^ü'^ et V^ — c^V^ coBimunis 
esset 9 ipsis U^ et V^ communis esse debereti quas nullum communem 
habere posuimus« Jam vefo dautur aequationes: 

ox * \ ox axi \ vx oxf 

OX - -^ \ dx dx/ \ 8x dxf 

ex quibus cognosoitur^ qui factor unam aut alteram funotionum V^ — a^ü\ 
V^ — c^ü*^ hhy ideoque earum differentiale semel metlatur, eundem me« 
tiri expressionem 

Nam ilU dextrae partis funotioni v^(a -f7?a?^ V^a^+ ß» x^) ~ ^p ^i *a<*<M^» 
cum una aut attera funotionum V^ — a^ü\ V^ — c'Z7' communem esse 
non posse, satis elucet« 

Quum igitur complexum factorum ipsam 
r= J{V^—a'lP){ir^^c-D') bis metientium = T posuerimu|^ 
ipslim T metietur expressionem : 



1. J. Tä, Sanio, de fuhci. elUpt» müU, ^t transf. 21 

Qmß qnum pro ralore y=:/j— 1 fiaffunotio par 2(/>+l)« ordiois ipsiu» 
X, atque ejusdem ordJnis sit ipsum T, fiinctionem rationaleid : 

T 

oonstantem fieri videmu». 

Si numerus ^K^p — 1 esnetf fimctio 

ordinia minoris erasisset^ quam jpsa est T^ quae Ulam metiri debet» Itdf- 
que evictum est^ casum illum f^=^p — 3 esse rejiciendum» 

Eadem de causa funotionum Up^ Fq utramque parem &oero ue« 
quimus ; hoo enim c&su^ etiaiq si ^ = /> ponemus^ 

m * 

fuMtio impar evadit (2/i-f 1)*' ordiuis^ ergo minoris^ quam ipsa est uT* 
Eis argumentis omuibus co)lectiS| satis apparet^ expressionem 
^t A I i/ 2 i r^ substitutione y = ^^; ,; ^, ' £p-^ 

trausformari possc in baue aHam 

dx* 

•ubi M est quantitas constans; ^tque tnsuper y unam constantem arbitra« 
rkm inToIyere« 

Casum I quo p numerus par estj quippe qui aoppeditet transforma« 
tionem, quae facile e casu altero derivatur. missum faoiamus» Casu autem 
altero 8u[^ponamus^ fonctionem ^+By'+Cy* formae esse (1 — y^) (1~ A^y^), 
atque adbibeamus illam oonstantem' arbitrariam, ut eandem accipiat for« 

mam expressio (l + — arj (l + ^^7 > "^^ "' ^^^ aut — = — 1 aut 

jr — — 1. 



22 i« •^* TA. Sanio, de /und. elUpt. müU. et Iranif, 

Tum bano in ooiodum exhiberf potest 

Theorema« 
Substhutione 

ubi it mmienis est integer impar,' expresuo 

■ gy 

8emper trantformari poteet in bano 

Bx 

ubi constaoB ]g=^3^ P'O >PM dps=0| est s^a» eoelBcieoti primae dtgnl- 

tatM jp in fimotione 27^ , af que ^ qnaotitas constans ^ quae simul cum ft 
GODstantibuB fnnoltioDiim 27^ ^ f^^.i itff deterininanda est, ut fiat t 

Signa ^ et J3 aignificant funotiones ipsius a^ rationales integras* Nee non 
valet theorema^ u radioalium /"(l-^jrjr), |/'(l-^K*a?^) looa inter se com- 
mutantur« 

(^am transformafionem exhibitam ad numerum parem (m+0 P^^"* 
^ tinere (ef. Jac. Fondf pag. 18)| jam e pumeratoris ordinei sed magis po« 
stea oognosoetur» 

§. 5. 

Jam denionstremus , si /i est numerus nar quilibet ^ index oi s= 
9l^'4~^^''^') cujus numeri integri a impar, Ib par feotorem communem 
non babeant, qui et ipse numerum n metiatur, posito sin am :/ = or, atqiie 



1 — '^ — a-V(t— x«> 



n/ — f'— A 

\h\xr am y 

n i 1 — ** a?* sin* am \ 

siVe seoundum formulam (iotrod. 21.) ~ 

n , sin am« sinam fM4-w)n8in am (m + . ) 

n »m'am ^- — 

deduci posse tum functiones /"(l— j^) et /"(l-^A^^), tum formulam 



ii /. TA. Santo f defunqU MpU muH* ei transf. j23 

dy ..^ Ba^ ' 

V(l— r'JV'Cl-AV) ~ MV(l^x?)y(l— x»Ä») 
si literae X atque M signifioaDt reap. expressiones : \ 

X=i6'*nrfn*ain-^j ilfsc(^t)"5- — — JL. 

n8ifi^4im *— * 

Et hoo loco et io seqq. iibiquo, nisi aliud diserte penimus^ litera m in 
funofionibiis signo müItipK TI aut mimoiat« 2 praefixo desigkiatiB valores 
habebit 2, 4^ 6^ .... n — 2^ litera {i rero valores 1^ 3, 5| • • • • n— 1 ; rigna 
± ambo simul i^alent^ ita ut numerus £eiotorum dut sqminandonim duplioetur# 

Annotatio. Formam funotionis y secundam atque expretsionea 
moduli X. et oonstantis M^ quae prorsus cönveniant oum formulis pro 
trattaformatione ordinia iniparis respoodentibusy signis aliis 'ab ipso electis 
exbibitasi pro numero n quocunque^ et impari et pari, primus proposuit 
Gl. Abel. [vid. Beiträge 'zu No. 138« der asttonoth. Nachrichten ann. 1828.] 

Ex ipsa forma functionis y secunda cognosoitur, y unitati aequalem 
fieri pro valore argumeoti u^:^—'^ atque functionem y\ si ir+^— vel 

nJ^zE^ looo ipsius u pooitur, immutatam manere* Hinc colligere licet, 

A designänte quantit^item quamounque oonstantem, y^-*y^ fnnotionem 

esse rationalem fraotaro, quae, argumento u abeünte in ii + -^, minime 

mutetur. Hiiio fudctioni ipsius ^ denominator oum ipsa y^ idem est, qua* 
dratum ^^i mimerator, functio vatiabilis af^ n^ ordinis, si evanescere 
eum ponamus pro yalore ^v^sssin^ama, evanesoet etiam pro valoribus: 

Ä^»5sin'am(a+^), sin^am(a + -j;p), •... sin'am(a+-J^=Jft>). 

V*A^ — V^ M 2p(a ^ ^ . 

Si enim.in ftmctione • jr^ , ^+ n P""^ 'P*^ argumento u vawa- 

l^l^g ^ _. g{Q2 0III {f substituimns, hano functionem non mutatain evaueseete 
oportet pro eodem valore « = a, i. e,. pro valore «^ =s sin' am (a •{ — J^). 

Hae autem radioes omne» aequationJ» F^J' — IPssO in ukiiversam. 
iiiler 86 diversae erunt. Nam ponamus, esse pro quoque valore ipsiua ai 

db» am (a + ^) = sin' am (a + ^) , ubi p et /»' numeri snnt integri 
diversi <«; sequitur 



24 !• !• TA« SaniOf dt funcU eüipU mulL ei tranrf. 



ergo 
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Quum vero P'^p^K.^ esse oonstati atque nizineroB coeffioientes indicis 2^ 
faotorem cum roso n oommunem Don habere positum sit, £-^ (a^szgk-^^q^iV 

esse nequit« Sed si valores ipsiios a speciales inveniri possinti pro quibus 
radicum illarum compluras coogruant; bono jure concludemus^ aequationem 
^^^— 2/^=:0 habere radices eomplures aequales» 

Nam patet formulam valere, si loco radicum aequalium statuamus 
radices quantitate lufioite parva mter se diversas. 

Quum series radicum hoc quoque modo repraesentari possit: 

x^ = sin^ama^ sin^ am (a-f- — j, siu^ amfa-f- — K .... sin^am (a+ ^^^^ wj 

=5: sin* am(a-Fft))^ sin^am \(t ^ j, sin* am^a— —\ « • . • sb^am^a — ^^^ wj 

sive 
siu^ama, sia^am^a-j-— ), sin^amfa + — K . . . . sin'am(ct + ^^^^wj, 

• ?ia^ am («•!-«) , siVatn^-- -a j-— ), sla^amt — a+— L .... sio^am( — a+'^y-^); 
c*t«iis *ik ^pecin?J» ^^v^iiJt, si «periatüi*: 

«iu^ am f a -|- -^ j = sin' am f — a -}- -^— ) 

ubi numeri /? et p' suut integrl ipsum -tt i^on superantes ; unde sequitur : 

<^uum yero casu, quo p* tfi p ambo numeri sunt pares, una e radicum 
multitudine o:?^ = esse debeat^ atque functionem y^ simul com 9^ eva- 
nescere cognoverimusy omnibus casibus^ quibua quantitas J^ a nihilo di- 
verse ^ alterum numerorum p et p' imnarem esse oportet» Ergo pro va* 

2r4-l 

iore a = — ^^— » duae radices aequales existunt ; atque f unc etiam binas 
aequales obveutrei sine negotio intelligitur. 



n 



N 



1. /. TA. Sanio, de ftmcf. efüpt muU.fi irmsf. 25 

Ca»n» dein Je obstat seoiindus^ quo radices aeqtiales offenintun Is 
quidem^ quo reperiatur: 

Sin am ^a + -=^ j = ainamfa '—u 

Cui aequationi satisiieri yidemus jiralore asssfik^mii^ übt fi numprutn 



impaieiii, m parem significat« Hoo igUur cacra radices numero •^ — 1^ re« 

]>ertunt alias sibi aequales^ sed fiin^ama evadit =: 1^ sio^am(a4*^)=~^« 

^ua in solutione aequatioois F^^i^ — U^ssO quum ad fotmam in« 
dicis ^ nop respexorimus, sed uno solo proprio: j^y^ bon mutarii si pott. 

natur i/ -f* "^ ^^^^ ^^*" ^^^^ simusi eadem valebit pro indice (192^=^2 ak^bik^, 
shIh b numerus est impar» De hoo yero postea. 

Radices igitnr aequationis J'^^ — U^ssO omnes in Universum in« 

ter se discre[>are demonstravimus; neque plures diversae inreniuntiu*; si 

enlm in serio iila valorum longitis. progrediaris^ illae n^ quas enumeravi^ 

radioes e^dem semper redennt, quin atn^am est functio periodica^ Ludice 2eo. 

- Itaque ponere licet : 



^— /= 






(l-.x»jc»;[(l-x'a:' sin» am^)(l--x»x» sin» am^) . . . . (l -x V sin' am^Z:?«)]' 

Quum enim functio y^ simul cum ipsa ^är evanescat^ oonstans in posteriori 
parie adjecia^-^ essr: oportet. Argumentum et adhuo inftotum ab ipso va- 
lore constantis ji^ peridere patet^ atque pro unoquoque singulatim eruitur. 

• Pro valore -i4^=sl ipsum a = — jam inrentum est, quia valor 
ar«i=siDain— ipsam / uuitati aequalem reddi't. ()uo casu radioßs aeqiia« 

, « 0) .9 3« • o 5(0 . 2 272—1 

sm^am-^, sin'am — , sin'am — , .... sm am — w 

Linas aequalcb cvadere jam vidimus, 

sin'am ™~ w =^ siu'am — • sin^am ""^ (a = sin'am -— , 

n w ^ '• 



• ■ • » 



sin^am— ^w = siu'am «• 



Ünde seqintur, functiouem ^^— £^* quadratum esse completura, atque 

Cn\[^ Journal d. M. B^.^iV. IIA. 1. 4 



30 J^« TA. Sa Rio*, dt f und. Alipt. mulU et trofttf. 

ergo^ quod ]mi antea iDrentiuni 

PoiTQ inde manet: 

5. Aamw Aaoi(tt + w)nAain(« + ^) = Hcof am— , 

quAe fonütia :)aiii sponte sequitur e formulis: 

Aam/z Aooamci ass a am i/,a am (1/4-60) ss x^, 

ootam£/cotam(er-4-'^) =^ '^^9 
nam utraque ^iis pars fadle invenitnr ab %^ 



n 



De transfonnatiooe ad primam complementariaf 

Formular quat e talorilma fuhotionum 6iDam(^,Xj| co8am(^, \) 
^"^ 5* propesitis sponte manat: 

I • 2. ^^\ 

^ V • . I Mii*ain-— I 

, .fu ^\ sinamucosamu \ nj 

I '• * ^<^l 

^ I 8in*coani ^--^1 



— . tangain 



* n A — tang^amrt 

1 taug* mm -^~, 
V n • 



tang am (l.w, *x) = / sin am («', x') ; taog ooam (/ ^/', x) ä -~: — 7" V ^ , abii 
in hanc: 

cujus deoomhiator etidm hoc modo (^\[)rimi potest: 






1. /» T*. Santo, de Junct. ettipl. mulL^et fraiuf. 

Eadem via- laveoiiiatur e formulis: 



31 



C08ain{^»A) ass - 






Aam 



«n(i- 



x' sin* am u sio* am 



et 



R / 



siDCoain 



(b.^) 



(^ sin* aro \ 



H siB ooam 



(-i^) 



n(l — x»rin 



*amM sio^coam 






posito ii^=iu\ 6üs=:ia)j9 quum sit: 

1 



cos am 



Gos am / w 



am (|[, ^) 



sincoam/z^' 



TT • S i^^ 

j n 



t 



cot am (u^ xf) ' """ *^«"» • - ^ ^^^^ ^^/^ ^,j 9 
n f 1 — 7t^ rang* mn ?^' lang» am ^7-^) 



8tn coamu^n ( t -j-tang' am u' A* am-^- — -j 



(med* x') 



fiire 



2« cos am (-^ » A j = cos am £/^ a am u 



I SJD* coam i| 



n(l-Ä'*»i 



sin'amtt'siD'ito 



M^. 



). 



(mod« nf) 



Aam 



(f>')- 



n / 



BIVC 



3. -^am 



(m'.^) = 



n (1 + taog* am tt'ii* firniß) 
n (1 — X'' «m» am u\ am* coam 






n(i— x'»8i 



siD'^amu'. sin' am 






Ha ata («' + ^) 



(mod i^ 



*• M' Q tatig am (^,a) 
l^^ (angam u' taog am (21' ^c«^!)!^ fang am («' + — '-j. . (^mod^xO 



% 
• 



'V 



2S* ^« J* Th. Santo, de f und. tUipU mulU et irans/m . 

Cor oll« III. Pro indice (aszak'\-2bik^ faoile derivätur formula 

8inain(z/ + (y) =r( — 1) * sin ooam i/^ vel sin am 21 = ( — 1) * sio coam (2/ 7 ^) ; 

2 w 

linde sine studio cognosdtur^ omuibus in formulis antea exhibitis sio^ am — » 

siVam — eto«| sin^am — etc#> et ipsum sin^amei mutari p^osse sine er- 

rore cum sin^ooam — « sin^coam — etc«» sin^coam — etc.. sin^coami/| 
ita ut ex» gr. etiam hae valent formulaet 

fl--i n ain' coam-^-— 

M = (—1) ' • —^ 7i = «"n sin*coam^; 



TT • a ^^ 

n sin' coam 



sin^ Qm 



t 

/ 8in*a m?< V 

I 711 (dl 

), ' . I Sin^Doain — I 

sinamu sinani(ii4-ctf) \ , n/ 

-«* • n n(t< 2 *^ • a 771 w\ • 

IIi l'^x .sjtf^ainusiu^coaui J 

SS ^ l -j- j sin coam m SiD coam ^u — w) u sia coam l « + 1 ; 

atque aliae» 

E formula (1.) $' 5« sequitur: 

r 

ä 4 a Tifa a/4 :^ n(.T* — /Siii^am 1 

fu .\ X* M* ac*(l— ar-') \ 71/ 

V x-aia»am— J 

ergo aequatio: 

1 x^siD^am — \ 

\ 7t / 

quae quam valeat pro ipso jp^= sin^am^, necjue muieturc si in siu^am (j^>^) 
argcmenium u aboat in ^ + — ^', radicibus quoque gaudeat oecesse est: 

ttVam(«4-~), MVain(«+^), 8m'am(u-f-^), .... .,> am (h- ^-;~ '^j , 
sive 
«'=s8ui*aintf, MVain(tt+^), 8b'am(«-i-^), .... sio' am («+—-«), 



'\ 



1. /• Tk, Santo, de /und. eWpU mulU et irtmtfJ 29 

Qnae qaum omnes itater se discrepent^ radices sunt omnes illius aequatio* 
nis n^' ordims variabilis x^^ unde seqiiitiir acquatio identicai 

= [ap* — 8iu*amw][jr?* — öiD*am(M-|-w)] n|«*-~8iü*am (m + — J j; 

oui copstans Factor doq arüjioitiir^ quia io iitraquo ejus parte potestas summa 

0^ in unitatem duota est* 

# 

Si coeßtoientes potestatis os^^^ in utraque parte inter se couferun« 
tur^ iovenitur: 

\. . -^r^ sin^ara (^, 4) + 2^ = sin'ama+sin'am(£/+u>) 4" ^»Jw^am ('' ± ~) 



m(0 



ubi 2 f = 1 + 2 24ua^ am — , ergo 

3. 7u^ ^' ^™ (m> '^z ^^ A^amii + A^ am a +coy -J- 2a' am (2; f ~^~) ^ J r; 
uLi sunt 

2(r = /?— 2f — j^5-|^ = 22cos'am^, 

2r = 2x'e-/2 + ;i^ =22cot^am^, 

quia Aam(^,M evanesdt pro valore wä— + /co', si qui«Icm significat 

ieo' iodicem cum ipso co conjugatum 2ci;-f-^'^'^^' c'k-^-dik^ ubi nr 
meri </ et c* impares sunt, 2 c par est. 

E valore autem functionis^Aamf^^Xji posito li^mussz, hae 4 

quatio derivatur /i** ordinis: m*" , 

n[.^ + cot'am^]-^.am(^,Ä)«n[='+cot^an.!^li!) :<^*^. 

= [s — ^ am w J [« A am (« + w; | n [s ^ a am (u ± -Lf? j] tum > 
unde colligitiir: ' A 

- 4. lAam(^,A) = Aam// + Aam;« + «)+2Aar ^^/„^^„N, 
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I sm* am -i-— I 



V"(l— x*ir*) n (l -x»:r» sin» am—) 

Ex rpia foittula facile deducitur tortiai monstratOi qiiod idem valet pro 

tractfOEorinatione o«*üliniiin impariuni, tbooreznate (cf* Joe. Fund» pag. 20| 42) : 

1 • • 1 • 

91 Si siibstituimus — loco Xf functio r abit in y—» ubi K est qtiaoHtas con- 

Staus«' Qiiod tbeorema generalius ita exbibitur ; Si substhufmus sioam {U'\'itef) 

loeo X =: sin am i/^ functio y evadit j- P^ indioe confugato /»^=: //lir -|- ft^/ i^, 

sed * jk pro indice conjugato i(ö^ = fik'\'fi^ ik\ 

Subs^tione peracta reperimus: ysp^ OFasisse 

V(t— x»x»)n(l-.«»x»siD*«m— ) 



x'« M n sin* am ^^. a?y(l— x 



a)nfl fl-^^ 

I sin^am-*— J 



81 ponitur: 



r 1 

■■ ■ I ' ' I" SE5 c 

nyr« ^ TT • a 'W W _- AV 

M*.x*n8i»*am .17 ^ 



X == M 36^ n 81«* am —^ s= ?t' n sin* am — • 



ftdcjuf^i pos^^o — loco 0^9 abit c{uadratum formulae 2* m hasc: 

_1* . , *~A»y" ~ AM7» 

dücta in >^y ^-yr' praebet: 
quaequum n(t— x»x»8in»am*^) 



argumenium "^ V l_ «» x») IT (l - «• «• «•« am ^) 

sin' am ^tt-f- ^) , gintelioaceriiäus in anteoedentibus, %\ functiones Üxsx /"(i — a^) ü'f 
gj_g r? ^'j^a determinentur, ut »it 

« —am am», sio amy^ _. (\^%^x')V'y'-'>?x\i^aP)ü'ü' ^ BB, 
fiWam(u-i-tt)f dn'amfi/-'^' ^> tunciiones integrae ratjonales pares, posito 
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dy Bx ■ 

-sr signifioante quantitatom cönstantem, ooelBdentem digüitatis jp° in fui^o- 

I * 

tione U's sequitur, e fonniilis propositui (].), (2.)) (S-) atqae valoribus 
ipsorum BS et X, quibus est foma praesoripta» fluere idem: 

d y __^ •■' dx . 

V(l -_^») V(l — *V) "" M\r(i _x») y"(l -«» a?»). 

Posito feftitf ar a= sin am w, nnäef^ Vct-^x^jV^ l -x'x») * "• ^** 

Quum fuDOtio y = 1 pro valore arssBinam^-^^^ai Inventa »it, atque non 
mutetur, »i argumeDtum ^ quantitate --^ augetur^ erit 



ins 



81 iitera A indlcem pepiodi fuDCtioDis biq am (v, h) designamut« 

GprolK I« Es: hao relatione Inter transeendentes A et o» plaue 

• • • 

iotjeliigitury fransformatiouem modo propositam ad numerum lotc^griim n pa- 
reift pertinere, in functione igitur y S-adicale numeratoris /'(l — x^) ad or- 

dioeixl transformationis complepdum et ipsum esse adnumerandiim* Haue 

• ^ • • ." . 

ttransforaiationem primam appellare comveniti quippe quae cum illa pnma 

Ci' JfLCifbip Fand» pag. 50 exposita plane coogruat^ 

» • . 

Cor oll. II. Facile est intellectu^' fuoctioncs 
y^(l~ V») =; C08 am (^, x) atqiie y^(l— X' yO = *.««» ((j , x) ^ 

aub forma, Uli formulae ^^ 

sin am (^ , m = ]/yr) *"* ^^ ^ sin am (« + &))!! sin am Cü + ^—j P 

» . . * • • •. . 

res]>ondente, exbilieri non posse; itaque moduii X complementum > 
BUS eleganter, quam ^asu, quo n numerus est impar, exprimitur f^ 

i TU l — X* «o";»TT]i — iin'am-C-— I ' ti-..! \ 

V Ä — i \ ^ ^. aa*«u=:— «,), 

CO __ /, . . , w . - ma}\ . ** 

Aain — Jl 1 1 — K* WD**m— ^Mo' am j .- 



j. /. Tä. Satic, dt f und. tSipU muU. «t transf. 

Kanc iransfonr^atlonem, n^'PP« ^"ae ad moduli ^ complementam X' pee- 
t'ineat, cum CF Jacobi complementarium vocabiiAttS. 

Quantitates iW, X, X', qua» transformatlo coinplementaria cum ip»a 
prima communes habet, evadunt qi.antitalibu8 x' et w, «preBsae: 



n lang' am **« au* ^ 

h SS icMItaDg*am^ ^ ^rs;» 

'^ IlA^ara-^— ^ 



1 ». . «• 




-57 s= COS am — ' ^ am -^ . —7 Iiw,\ 

*' " " n(l-«"«in«ain^siD2c?a«»-V/ 



ludices transformationis complementariae coajugati sunt «^ ä -^, "q"^ 

i 

Quum igitur cos am (^ ^ h!j eranesoat pro valoribus argumenti 

ergo pro eisdem sin am (^j^ > ^') uoitati aequatis ßat; atque si argumentum 
u' augeatur quaDtiiate 2c0^ smam^^^A^j non miitetur^ erit 



— - = A' 



si quidem A' signifioat valorem argumeoti u, quo fit sin am (i;» XO = ^ 
A* atque sin am (x^ -|- 2 A', A') = sin am (i;, A') , i. e. indicem periodi functionis 

**** sin am (t;, A'). 9"^"**^^* ^^' est index conjugatus functionis &iüank(t;> A); 
uam sin am (t/ + 2 / A',A) = sin am (v, a;. 

^^^ Corot !• Ilacc relatio ^-= A' äxou vaieti si indes: ipsi u conjuga- 

ibrmae iih'\'(iiik\ 



argumtosi 



^ .n v; cui(|ue inuUi sunt coDJugatl, quortim ilie o»' onus est. 



8m 

sive 
x'ssttn'^ami/^ sin 



1 «^2 -^-^v 



fiin^äm/iz-f-»)« sin^am^ 



.^* 



N 
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De tmnsrorml^t'ODe secund», rntioD»!!. 

E formulis transformationis complementariae modo [)ro|fO«iti8 con- 

- - ■ . - >^ 

cludere lice^ tranftfocmationein paris ordinis etiam rationalem iovebiri posse, 
cujus formulae ex illis prodeunt^ substitutis x et K pro modulis x' et V. 
Attamen «as separatim demonstrare necesse videturf 

Oocuit Cl. Jacobi (Fimd* pag. 18): ai functiones elementi x inte« 
grae rationales j^, B, Cj DJl ^ impar, y par, ita determinentur^ ut sit : 

F^KUz=,CC, 
F—KU = BD. 

fore, posito > = jr 

v"(r->'^)y"(i— A*5^j ~ Mv"l^lv*) v"(i— X* «• ) 

designante iK/ qiiantitatem constantem, ^ 

, Licet insuperi factores (l + ^)j l-'^»«?), (1— jp), (t— xr) qiübus« 
dam modis inter se commutare; ex. gr. 

^+i7 = (14-arVI — xa?W^ 

confunctum cumt 

r— £r = (lwrtr)(i4.xjtf>«B ' / 

et ipsum ^atisfacit iprohlematK Hos igitur casus nt omnes comprobeülda:* 
musy quippe qui una «ola ^formida exprimi possint^ cond^iones dua« 

y^U ^ (l+xXiT7cx)BB, 

V^ü :^ i±±x){i±%x)JA 
in hano unani conflamos: 

qua oonjunctione nihil Iheorematis mutatur« 

Itaque^ si n^ ut anteai est numerus par quilibet, index I02^=^2ak ^bi l^^ 
cujus numeri intagri 2 a elr 3, ille par quilibety hie impari fiietorem com«> . 
munrnn non babeant ^ qui et ipse numerum n motitur ; ip4ex eonju^tus 
0»' z=iek-\-2diVi tibi e impim «t;. pooamuc 



U S=i ^ 



^ -'.<■■ # 



V Ä (f-?«»a-*dio-^am— )(l-x«ar«$inr«m— ). v..(l'^^*****«^*«»" 



ri 
aiUe*i lournal d. K. Bd. XIV. Hft. 1. 



I 810^ coain — -\\ sio^coam — ^j | sin^coam -t'-aj 



C 5= U-fxxRincoain— j yL'\'Xx%\ikto9im — ^j •#•.({ +xarsincoain — ^Af 

D sz fl— xxaiocoain— ^)(l — xxsiocoam — -J • . .. (l — xa?§incoam w,j, 

a+5il n (l— X» ain^am?'^ »in* coam ^^^) 

cosam— ^Aam-i IIll— x*sm*ain -^sm*coam ) 

n n \ n n f 

£—1 liA^am — w, 

IIa* am ---«. 
n 

tuDO erif, posito jr s= sin am 2/^ j^ = = = sin am (^ , Ä.j. Ex quibiis Cor« 
mnlis maoant sequentes: 



-nfi ^—\ 

. _£__ [ "" "'"IT "-) 

n (1 .— *• X» »in» am *— -^ j 



n 






i-«»)'r!i x»«»).n|i -.' j 

I sin* coam — aA 



3. 



nf *- ** jc* sin* am— w,) 

n(t— x»a:»»in»am^ft»^) HA'am^ft», 

nn n(l— xarsincoam— «,) lill—yf^'onvr(u+ -- t«.H 
4^ I ^»y --.^5 = _J w ^ __ I. V J^n £J 

n{l- x'x'sin'.im-^-'tf.) Ta* »rij ^-o). 

/^n 114 1— ;?'r-siD'coaiu — wj • TI A r.m (f» + -' o/. J 
5. /('t-->?v' -TT- ~ - ?— y^s: -Zl^_^ 

n(l— x'or* einsam üw ) IlA'aDt" «^ 

*-?not^u - ^»c•» <7>io«|ne forzD?iIae9 quae fluunt ex ipsa ludicis r. iodole: 
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sin am (w + t^y.) — -4 — ül- ; «io coani '// + 6h) = — L~Ü^ — ; 

X siD am M V — */ jj ^jj^ roaio u ' 



Aam(i/ + ft>2) = (— 1) ^ /cot am w; tang am (i/ ± «^) = i — -^ — ^j 
undo sequuntur: 

6. risin'am— en, = 



.;c*n8in*ain —w^ 



n* 11 sio* ain 

n 



7# TIsiD^am— 6»2 =s 



x**-'!! sin» Bm — «. 

n 



Eaedem valept formulae, u miitas sin am cum sincoam 

8» X*"* n sin' am — «02 sin' am — «2 = (— J)'''*"V 



X 



9- n taDg?am-^«2 = — i— !)!_• 



IlA^ain — fti. 
n 



4-1 



10, n taog'am ^ «, = -iH-ü! , 



IIa' am — a>. 



§. 9. 
His praemwsis^ ovincamus^ e formula 4» $' aDtecodeutis 

n ( 1 — 'Aic Sin» cotin ~ «, J 11 1 1— x sin am (m + ^i ö>^ ^ f 



» «« «^^r^Mi^^^A « 



n ( 1 — X» a?» sin* am-^ w, J 11 A* am -^ w. 

^ n f n 

ubi quantitas Aj datur exprest.iuDe: 



IIa* roam— w. 



n A* am — «a n A* nin — «^ . 

n n 

reliquas deAud'pote^ farmulas; tum sponte s^quotur illa priBcipalisc 

• dy ^ dx 

pMito; 

n A* am — «)• 
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* n 

) ^ ^ n n f 



-i) 



I 



COS am TT^^Aam — ^ n « i— pc'sin'am — sio'coain — io^} 
2 n*- V n n f 

Primum e ffinlnihi (4.) Cacile colligitur, pro valore argumenti 2i = sive 
pro ^ == 0- etipFam «'firoctioneni y evanesoere, atque insuper miDime mu- 

tari^ quofies abeat argumenhifD u^vbl u ± — i^m Üode patet» y cvanescere 
pro hb valoribm ai^gamenli. u onmibiis 

qiiibiis respondent valores ipsius or = ihid am u ; 



mre 



^ .2«. . 4«, • 2v/f— 1) 

0, amam — 2. ainam — ^, ..•. ainam -0^2 

^ • • 2«* , -• 4i>?, , . it — 2 

0, 4 Bin am — ^^ ± sin am — •• •... ±smam m^^ 



quo«, oomes inter ae disorepare sine negotio probatur» 

Si anlem funefion» 1 — \ty denominatorem F appellamua^ u e» 

^' s= n (1 — «":r" »in am — ohi 
atque ponimus ysssr^Ty quum pro valore 11 = «2 demenfum r-2 +00 
eradere, y vero evanesbere ^ idf^amus , functionem- V orffipii <^ff9e vnjßiorb 
quam U, joro eondudimus^ quiim deinde t^ pro eo^^em valore xssnc non 

evanescat, funolio U(n--^\)^ ordinis erit* ^unctio U «giair e^ane^cft pro 
dsdem ipsius x valoribua^ quibus v = eflbatur^ exoltiso faoo sin am ««i; 
it?^;!^ radkes aequatioDis IT^O sunt hi valoies quantitetis x: 

ünde pooere Eoet: 

«bt ^, pfit onantitM coitftaiis» qiCe determinanda. 
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ytaiato'x in -^a^, y in •. — y abire iDtelligimus ; fit .^itur 

n (l +x a: sin coam (—i)^ H [l+x sinam (« + /i^)l 

qiiae' formuifi) dncta in (4/) praebet (5.) $' ant^töct« 

* Ouum cleiode iuDCtionem ^(t^^Xly^) i^aloram A-^'aodpere videamiis 
pro valore xssz±i^ u e. xssiuam/ft)^, ubi i(a'^^=s ek'^2dii'^ index 
con)iigatu8 cum ipso 6)27 numeros ooeffioioiitM* habet c imparem, 2d pa» 
rem. eodem valore ipsius x functionem ±y unitati aequalem fieri oportet« 
Itaque oonstantem 1^2 ita determinare oonTonit^ ut pro x = sin am iu/^ 
cfßciat«riy=l. 

Ergo ittirenitar: 



^.i (-.1)^ Hcot^am— -^ c^a ßA*am 



Relatiooe antea inventa (Tid. form« 8. §' anteoed«) 

(— t)'^^. .^ v; -^siVam^i^nMn'am^!^^ 

cognosoitur aliquod^ funotioD? nostrae y proprium: ^^y poaito — looo x 
transireiD (— 1)"^; vel generaliu«, poailo »inaiöf«+fl*^) pro ipwxsrsinamii^ 
non muftiri y (bf. Jai?. Fund. pag. 41 rood;) 

Nam Rubstitutione &cta ~ looo o?, tranamufiilur y ir ; 



•* . ■ 



m.. . _ 



«'»-^Ilain^ain 



:.,n|t 21— I 

* 1 »m^ am ^1 



n(l — x»a?*8in»am^) 

Inde iHiquiiur. quam «it y « t pro ar s= sin am ^X » V «**»»» öeri == 1 »i-o 
.öi^'f»» i< =ir j (», 4" (ttj Sit«* pro rf — «in'am (»2 4* ' *'!i ■• "luter quantitate» itf? 
0t K r^üatio raüttmimtmo ^ralet 

^ = 2*S8incoam^, 
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cjiiae rq^ritur, si e fimctioDibus y et 1 — K^y valor ipsius 7-7 pro jr=0 

dodiicitiir; atque alia formae diversae^ quai^ hoc modo inv^Hishir. Si eoini 
Valorem 

JT = rinainw»i + "'^ =^ (—1)' »inooam — 

in functiooibus 1— *^ty ^ i + '^y sabstituimiis, om^es faotores naoobcun« 
tiir Talores a mera cifra diversos praeter unum: 

1— x(— 1) * sincoam -»jSiDcoam — =•! 

•-»• fliA^ain 4v« 8ut* coam — * 

m * n 

aut 

1 + x(— 1) ' sio co«in — r- «, BIO roam — ^j 

1 — X sin" am «, sio coam — 

n n 

qui, formula adhibita 

[ Ijix rip c oapiM siD coamo] * ^_^ [1 + x sin coam (k ^ q ';] [ 1 + x siu cot** ir. (u — a)] 
1 — x" aio^ coam u aio" atn a """ A^ aiL a 

vertunttar in: 



r-~' 1 r et 



11 — ( — 1) ^ X sin coam w^ 11^'" ^ — ^) " ^ **° w»ai » ici, I 






A* am w* 

n 

atque 

[l4.(— 1)~^ sin coam«,] [i+(—i)~x am roam ^-c,^ 

^^ n — 1 " * 

A* am «. 

Quamm expressionum prima evaneaoit pro numerb a et ^^ iitroa*ie mi« 
ii|ul sive pari sive impari^ «eücuoda vero pro uumero a (»ari, «^^p* «n:i:^ri^ 
nee noD o impari^ -y pari» Itaque ambobua «asilms prioribus I • / ,jy 
posterioribus l+A^y pro valore x= «nainwto^4' — i pranrnof^^ ^vle^ 

mus; unde sequitur: yes ^^^^ pro ipso x ss mq am (/ o»^ -f" ~)* 

Qua aubstiiutione factu oaiieiaeimuri 
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/ 4\a 6in*foam--,(— 1)^ .IIIsiq^ coam— ^ — «io* am — ~) 
\ — ^) ^__ n \ n n / 

'-' "^ Mansin«am.^i^.n(l-x»sin»coam-^siD»ain^ 

n \ n n / 

et, quia y = I pro jrs= Rin am (aö, + '*>!) 

<>-ij^ » , IIa* am — ft?a 



(_1) ^ ^ ,>;, = (-1)^ •_ 



«''-* JI siii' am — &>a Jl C08* am — «*a 

unde " '^ 

^ nA»am?-5^.n(l-.x«sin«coam^ßiii»ami-'*'^) 



" ^n-a • ^2 TT a f*^2 Ttf'A ^2 i =» »" N ' 

x"^ 8in coam — ^ I|co$' am - — i 11 (sin-* coam — ^ — siq* am — w, 1 

w « \ n n / 

(]tiae formula, adhibititi noonullis levibus transformatioiubini, atque formu« 
lis demonstratu facilibus: / 

. (—1)^11810 am -^«2 = n ain^ coam -^ «2 f 



n 



(- 1)" n sin coam -^ »i = ^^-=^ t 

x«-UI*jn* am— «a 

71 

abit in banc supra dafam: 

, 4x«+^* nfl— x*«in»Äm — 8in* foatii-i^l 

^ ( — 1) - ^ 71 n / 

A^ — • — 7 -• — •- — — — i— . « 

rf'~ om—- ^ Aara-7r= II ll — xr sm" am — ^sm* coam ') 

71 2 ■ 71 n ' 

Forma eleganlior moduli Xz, quod sciam, non datur. 

Co r o 1 1. Si index, conjugatus / oi^ = c £ -f ^ ^^^ numeros coefficieiK 
tes habet anibos in»pare«| y = l eiBcitur valore jtrs=8iuam(a»2 + ^^l)9 ^'" 

que factor ^ — t) * quantitatis M^ abit in (—1)^ , et pro 

,r=5^iaam^/w^4'^2 + — ) evadit y^rs^^^ — . 

^uuotionem deinde ji}-^y^ =r — derivaturi, ubi A ent 

quantitas quaeounque data^ primum videmus^ V^A'^ — If^ in nniversum 
functioiiem esse ipsiiis x parem 2rfi ordinis, sive /2^' ordinis elementi ^% 
quae evanescet pro omnibas ipsiiis x^ valoribus, quibus y' =: A^ evadat» 
Horum raloram si iioum ponamus x^ssin^ama, ubi a ab ipsius A^ va- 
lore pendet^ sequitur, quum functionem y^ non mutari intellexerimus, quo« 

ties argumentum u abeat iu o -|* "*^^ > valores esse afios : 
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sive 



wVama, sia^am^a f ^), 8iVain(a+-^), . .. 8m'am(a+^(Ö2)i 

wx^nm{(L+(ihh 8in*am(a ^), 8in^am(a ^), .... 8in" am (es— ^^ w,) • 

Quas /i radices aecpiationU /^^/^ — l/^ s=z omnes generaliter inter ae 
discrepare^ eodem^ ifUQ ^"^ S. factum est^ modo o&teoditur. Itaque po- 
nere licet: 

(i— £!_Vi .*1— ) flfi ^ I 

Sed ibidmd ^$^ 5.)' insuper est demonstratum^ casu speciaii aussei '\^2dii'^ 
tibi numerua c impar^ 2d par est iV e» a, = ico'^ eveDire, ut, radicimis 

excluflia siv? Bm iy^^ tn: t et HiVam(ctfst-f-'i^2)^^~> ^^liquarum binae iatcr 
80 aequale8 reperiäntur 

am'' am \i w^ H ^ j =: 8m^ am \^i m]^ — — -) == 8m coam — ' , 

sin^aiD y «^ + -jpy = sm' am ( / »^ -j = sm' ooam — = , 

eto» etc. 

C!a8U autem ^ s:^ 1 Taior ip8iiis a fam inventus est =:^ li/i^ : uude euioet» 
functionia (1 — y^) numeratoreim esse quadratum compietumi ductum ia 
factores (I— ac'}(l— x'jf^). Ergo fit : 

I slo'coam — ioA 

>r(i-/)^ j- ^__!L_Z. 

CoroIK Pro indice conjogato ittltssck+dik^^ ubi c et d nu- 
meri sunt imparea^ a~>'J^ + A>2 evadere^ sed formam fuuetiom's |r(l_y^) 
eaiidem manere, facüe pätet. 

Functionea igitur omnes y, (1— y*), (1— ?4>'^)> quum formam tbeo- 
remati famdato JacQÜano aptatam habeant^ vatebit aequatio differontiaiis: 



aique erit y = sin am {jj^y K) > si x f=s .'»In am a 
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Jam eviofum est, fieri sm am (^, X,) s 1 pro välore argumentf 
u = I«: s eh^ 2dik', atque * 

•mam(ü^^,A.) » — 8ioam(^,A,), 
unde erit * 

si quidem signo A, iodex periodi deslgnator fonetionis sin am {v, \^. 

fix ns, quae adbtio diximuS) vel oobis ^non monentibus, qaiKpie 
mtelliget» faujus transfoimatioois seoundae primam eise oomplementariem« 
Unde derivar! potestt 

ubi A^ index periodi est fanolioniB sbam(«;,^), atqae i'A^ index conju« 
gatus futtctlonis sinamCt^^a). 

AnnotatiOe Quaerat fortasse aliqtiisi quum proposuerimus aolas 
formulasi quibus insuut ioälces (A^i^ah-\-2bik^ cujus numerus a impar, 
2b par esty et ei>2^^2ük-\-bik\ ubi 2a par numerus^ b impar; oonne 
iDveniri possidt formulae^ quae ioToIvant indicem o» forinae ak-^^ bik\ ubi 
uterque tf, b numerui est impar» Sed substitotiouibus primi ordmii et ra« 

tionalibus formae fx^ (^^^« ^^^'- Comm« in Crell. Oiar« Yoh IIL p. 394)^ 
et irrationalibus formae y*7fx^ — n öw* y'aXyg^) > Ätque moduli commu« 

tatione e duabus transfolrmationibus antea prppositls permultae derivari 
possunt almei magis minusve ab illis disorepantes» Inter quas duao quo« 
que inveniuntur transibrmaflonesy quae indieem>s=^^^+^^'^' involvunt, 
Üis propositb respondeotes^ aed utraque . irraf lonalis« Quarum una ex 



prima oerivatur, mutato modulo k in — ^ complementum %' in — » »i io« 



aupw aflubeotur formulae ( Fund, pag« 70 etc.) ; unde prodeunt formulae, 
Ulis pro prima transformatione exbibitis aequues^ dummodo mutes in 
cos am u ülud a am ir^ quod obrenit in denominatore expressionum ipsoruni 

ainam(^,^)f cosam(^,^), Att«n(|f,^)j powo oosami# in Aamr/, 
atque välorem eonstacSis M in moduhim % ducas« Altera transformatio« 
Bum obtinetoTi si in formulb pro transformatione secunda datts commih» 

fast! modulum » in ^i complementum %' in ^. Hac in transformatione 

ereOt*« löQfffid a. M. W. XIT. Hft. 1. 6 



42 



f. 7. Th. Sanio, de funcU ettipt mtHU et irariff. 



exprcssio fünctionis iiain(^,M est coi]^gruft eidem funoüonl transforma- 

tioüi« sfH^undae, paulo ante allatae^ sed e funotioDibas rationalibus (1 — Xy) 
jßt (l + ^>) compoui non potest. 

Jß'nramlariim ipsarum omni um ut forma atque indoles melius ooguosoi 
qneal| exemplum damus^ quod pertiuot ad numerum n = ?^ 



smam 



C08 amu 



i3=:a* + Ä/*, 



1. 



COS am iinr> ^^3) = 1 1 U « 

I 8iu*ain-~J 

A am f-j^ , ^3) ts= f 1 — X- sin' am « sin^ am ~ ), 

\ilf , ' V cos am h\ 'Z r 

M^ = ±x sin' ana -9^ f Aa =i sc' sin^ am - ' ; 



\h;^M 



sin sin u A am 1/ 



• 1 — «* «in* amii sw' coam -5^ 



COS 






CO8 am II 



ai 



sanutio'cosm^ 



iiam 



. ^ 1— «*.iia* am 1/ am* am -^r* 

Vm7> M = ' ;;; 

1 — x*5in^ aiüu ski'coam-Tr 



I 



■*^j = ±^'i««»-Y? ^j = ± 



a. 



1 — *'sio*ain-^ 



CO« am 



2 



Üo tronsformaüoiiibat ad multiplicatiooem anppismentariis. 

\)^!^Qi eic antecedentibus relationes inter transoendentes A, A^ A)^ 
A^ yalc^ni sccjuemes: . 



1« 



&> 



T.7 






M 

— im 



.. , nvt' A* 

"■^ Tür 



-2 = AI • unde -x" 

a * ^a 



atq^ue apparet^ — is^ ejusdem esse formae atque ^% sive cd, ejuadem for« 
'iie quam /o^^ et /^^ ejusdem fonnae quam ^i s! indicib^j? f&^ et /c^'^ td- 



i» /• Th. Santo f [ä^ funct, tUipt, muH, ei tfmn%f, 43 

les insiiper Jantur nutnerf coefficieDtis cpiantitatum k et iV^ qisaliüiitf fiaf 
pt »2^=s^'V# #t /0^ = af, valebupt simui uinbae rekroues: 

it w ' A, » 

Ex quiLua colligitnr (eT* Fund. pag. 60): ^^Eodem mod» pend^re moda- 
9,lam X a modulo x, etque modulum x a modulo A,. Itaque post tratis« 
^formatioDcm afteram altera adbibita^ moduhis x io se redit, seu trans* 
^formationes prima et secunda 8ucce8si?e adbibitae^ ittro ordine placct« 
^^rantliplicatlonem praebent/' 

Hiitato roodulo x io modulum \ transtt expressio A2 = ^^ in banc: 
4«i-^-T7 (m ilj' roden modo pendet a modulo X atrpie M^ a modulo 

a» 1 

x), «nir(^ cum illa A äs -^ comparata^ M' ^^-^ praebet. Mutato vopo 
modido it ;.i rvr:f!!dum Ä^, tranait exprewio A = — =^ in bano: iitrr:--?; 
(iibi Ä^ Cüd<*m modo pendet a inod-iTo A, atque M a moduiu ?:), ejM#5 

- < ^ /l 4,1.'. y 

itaque hie, »iruti pro numero // impari, formTil^f? r?r;nf»«r pro frrsr.R- 
fonnatlonA primae Supplement.-; ■ la , d in formuliÄ (raiiwiWmationi» ^ccv4/i- 

dae propcRitifl mutatur x in h, K^ in x> ^2 ^ ^'^^~17' '' ^ T/' «^rml** 
so(;iriti;f: mnp^^ ^^'^> alque pro transformationo aeeuodae suppIiunentiK 
rJa, w in formtrfi» pro tramforniatione prima exlnbitis Cümmuialvi? \ i» r . 

.\ lü X, A7 in ^'*=^;f7or# '^ ''" ^5 ^^^ eolligitur jf^i)Y/^'''^h 

yoas formulas omnea apponamus pro iodicibus franaformat.-ot;:«?}! 
reallura « = *, ita'sszii^ uhzszik% /co^ssi:. 

r. Fonnuloe frans formal iof'is ad primam supnlementariae. 

Tili ia • a ^^' » f^'^'X ) 

^^ V n ■ n I I 

— IIl 1— i*«iii' coain siu* como j 1 

» ^ « " ' -(wiod. ;,) 

. n A* am 

1 n 



cos «in- 




.A 


• 

am 


1'" 






• 


lTA«aiii 


fi 


A^ 


♦ 



n A* am 

n f 



6 



« 
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I. / T*. Btfnio, deßmct. efRph mult et iransf. 



posifo sin am (j^t ^) = y> 






I Sin' am • 



n (l— i.»/* «n'am 



n / 



eo8ani(/ii^, ») 



A am (/2 2^9 k) 



1 siD'coam 1 

n(t— i»x'w«»"a"»-^^) 



(mod. X) 



II. Formulae transformationis ad secundam wpplementariae. 



n(i— z;« 



4t ...«.^M. 



•la* am — ^ sio* am 

fi 



-) 

71 / 



A am — ^ . n ( l — AI tin* am — ^ tio* am ^1 



n BIO* am — Am 
n • 



Hilf« 



n sin* am — A^ 
n 



atque, poato 8iiiam(~, Aa)™^^ 



aDam(/tii|») 



I sin*am — aJ 



(-i,.-|/(i>«.(i)-.«.(4+A.)n*-{^±!^). 



Of«aB>(A0fft) 



V JI / 



(mod* Aj) 



v^(t-i:r'y).n(i-i;r'y^»i««m~*)' 



1. /. 27k. Sanio, dt/unet. ellipt. mtdU d Umtf, .|5 

A am (ff ö,«) SS — 5 — i ^ (inoJ.X,). 

Va-A,V/On(l-A,V'v' sin« am - A,) 



5. II. 

E binistransroroiaUoDibitt suppkniAotariis formulae inult^plicätioi^ 
qdbus fnnoiiouea dliptioae argumenti nu expriihuntui? dwloin argnmenti 
8iinpU«« funrtiooibu», componi possunt; idque mod» daobus, quoruna no- 
bis qiwlem singulis oasibus eum eligere pboet> quo formulae innuirenda© 
faGilhis fluant. 

Ad buno finem rerooemos formulam : 

»in am w _ /. »in* am « \ 
- , y I «m» am f 

^^* ' n(l-.x»,io«am«8in»ain^) 

unde seqiutur^ quiun sit A2 =^^ $ 



«inamT^+AifX,) b» —-; ^ 



tio c o am u — /. M Q*rnamf/ \ 

I 81U* Ain 1 



tin' coam u sm' eoato ^^ } 

n / 



cot am M. A aik II n 1 1-— 



( . =.-.n.(>+^ )j 

n [1— X» slo* am II 5in» am (jfc+jf^)] 

Porro formulanim ope: 

[1 ^ X* sin* am (ii +«)8in* nm /?] [1 — »* siu ' am (11 ■— a) sin* am ß] 
[l — x*»io*amM8in* aw(a+/7}] [1 — ;<* 8ia'am/4 siii'-amia— /"i/l 

1 — X* sin* am II sin-* ama/ ' 

(Kfn*«'»ifnOi4*^)\ /| Mn* am(a— ff)\ / gfn^amaV^ 
s[ u* aiii/ T^ / V 8i»*ain/^ / A »i»^ am /?/ 

(~|L. Z. *'"^ ^'"" \ /| _ sio^amii \ '^^ (1-. x* sia* am u 6in* amcrj^^ 
sin'» am ^«-f/? 7 V sin*am(a -^/y)/ 

quarain altera ox altera scquitur, fingere licet: 



46 t< J^ 7^- Smmio^ de fmmH. eHipi. muU^ H tran»/^ 

UD am ^-^— t X3J • sio ftiD ^-T^ 9 Xs/ 

D (1— «■ Mn* t^ «tu»* am ii|£) H [f — a' an* mb ■ tiii* an (• + ^^-) J • -^ 

Bis formuBs, si ipu a ndorcs frÜHWiifar — £» ---2» «v.» ^^^il,, sub- 
alitutn in formulamr 

«ii»«i(«ir,»)s=l^<J)(-l)»-*rfiiin^.ttoam(^+A,)nMniin(^ + iA,) . 
fCeriscimary pMito Mn am u ss it, . ^ * 



n'iiam^f/ =K 



I ^ sm'afB = 1 

!i ^ V #) 

T^ (1— ap'at * 5m' am == j 



iL * /* *^iguificat factorem coDstantem : 

-I ni;ii*am — n 



Mzk^ am 



Jla n 1 f— «* im* am — »in» ^^lu-^ ) 

wT s '"»*'iT • I ^^ x^d «' • -- "•'' • • m'iA'\- / , . , n\ ^ #/'»*'\- 
TlA^aiD usin'r.oi — li 11 — x siD'iitn — Ma ain >."» l — >f* s«n- affi — Mo'aiii' * 

iff »> Ä j»/\ n r J 



^iium vero coauautem MtP \aIoroni e^e functioDis 






.i«.n.(-^.i,) 

pr« ralore argumentf ii = aiae oe^^otio iDteHigatiir, qiiem deinde, diflfe- 
rnntirtione facta, srn^f. ioTeoimm. ipstitn P-^n esse vilemm. 
PcMtqiiain 4!**2ü^* formula deducia ^i. 

A»j«»arnf t.Jr»*Io•am«$ib^•m ^1 [l-Jt»jrSin»af»€f][ I a-xSin»ain 

*) D* tifaaimB II«, D, «t poslea n^ <"! 11^ sigoUIcaüoDe Tid ^. 2 iuL 



1. J. TA« Sanio^ dt funct. elKpt. rniäi. ei iran^ 47 

eodetn fere modo, quo antea^ ex transformatione prima omn 8tt[>t>lemeD- 
taria reperire licet: 

n^ n — x' a?* »in* am - — =-^- 1 

TT ft » X ' > mk+uik!\ 
ITo ^ 1 — X* ar* siD ' am ==-^- — ) 

CoDstantem ) cjuae oSerfur^ 

n(l— x»wu'am^8iD*am^i^Y 



Aamnu 



n^)- 



IlA*amv- nCl — x^sm'am — tm^am^-^ 1 

n \ n n 9 



substituto Talore ipslus ]^(^) ' ^^i^a'^ uri debeti aequalem esse reperiraus« 

Expressio ipsius cos am /z ei alio modo e transformatione prima cum 
supplementaria derivatur^ advooata formula supra allegata: 

irwiA __ sin* am II ^ 
«in* am (7^ , *} \ «n* «m (« + 2L- Jj 



^* (l — «»8iQ*amii)n(l-.x»riii»amii»in*am^)^ 

ubi Dumero m' tribuuntur valores 0, 2^ 4, 6, ..«• n .... 2(/2— 1). Cni 
videmus etiam dari posse formams 

«in•am(^,A^ (I — x* sin* am m) 11 (l— x*sio* am« »in* am ^1 

Porro adhibcwmds lorntnlam: 

i »lo-'amirj 

I, , ^^ 



eoA am n u 



{ 



. , wiA' 

Sin' coam 



ITl t — l* Äinam-;j|,sin' am 1 



• a ■* 

nii- 



^ _*+miÄ:' 



sm'am ,. 

^-{ (mod. X) 



am* am ^ 

nii 






»üf 



48 1« J. Th. Sanio, defimctf tUipi. muH. «f 1ran$f. 



Qua in expressbne si pro »iogulis factoribt» substituerimas valorea pra^ 
Gcdentesi in numeratore argumento a fribuentes valorea ~^- ^ in de« 

nomioatore atitem valores ^ — ^ faoilUme reperimus formulam functionis 
cMmknUf ab initio bujtu oommentatiunculae alia via deduotam: 



oosam/ii/ 



nii ""l. J 

I 8iii*amC-— = ^1 



al» est «rsj^amv. 

9. 12. 

Oa transformationa iotegrallum elliptlcorutn secoodaa et tertiae speciei, et insuper 

fuDCtioLiSf quae a CK Jacobf, auclore noinioatur Sl{u). 

Revocemos formulam (3«) $' 0« 
-^Ä^am(^iX) =a i^'am«/ + A'am(tf + «) + SA'am(«i±~^)+2T; 

iri qiiidem rsSoot^am^^ «ss ait-f25/i:^; ex qna secpiitar^ iotegra« 

tione faota^ quum bU / ^i^ame^.d 21 = £(£/), 



u 



ergo 
»ive 

Pormda (!•)> adbibhis formul» (vid* iutrod«): 

£> + ») SS £(a)4-£/'fl«)— x^sinamiisinocmmii, 

abit in haue: 



le 7. TA. SaniOf'defunet. eUipU muü. wt troMf, 40 



2. /i£(«)-lE^,A)+iT« 



«in* am 

<*8mamii>incoapni«|"2x*8iDainm»tanmAainttS ^ 



1 —* X* Sin' am M sio ' am ~— 



n I . öJogfl— »'siii*Ämtt8io*am 1 

"^ . ÖM du 

• /»ii ' ' t- 

Quum porro sit e notatione Cl' Jacobi I E{u)du = ^ogCi{u)^ formulae 
(L) et (2.) denuo integrata^, praebenti si insuper a functionum logarith- 
1I118 ad ipsas funotiones transis; 

. 4# 2!^';^ = Aamttll^l — st^sm^amuBui^am-^j. 

Unde elocety et faic^ sioati in transformatiooe imparis ordinis a CP Jacobi 
demoDstratum est^ transfonnationem et integralium elliptioorum aecimdae 
spedeiy quae rignifioantar cbaraotere E{u^%)^ et funotionis ^(ß)y a IkiIo 

denominatore ain am transformati sin am (^ , 2y penderc. 

E Comm. deinde €1^ Jacobi in Diar« Crell. voK lY« pag. 378 «^rHf 9 
oogDOScituTi e&se: 

n(«,a) =.«£(«) + log §|2^\ 
ai obaractere Tl{UyQ) sive 11 (fiyO^x) designatur integrale: 

x"* 8in am a cos am a a am ff / j r— ,-:: 7-% • 

•/o 1— X 5iü*amo8m*amu 

quod ad speoiem tertiam iolegraliimi ellipticoruro pertinet. Indc secjuitur: 
afqu^ deduota expressiooe: 

Odie's Jou- luü d. M. Dd. XIV. Elft. 1. 7 



50 i- y» Th. Santo, de /uitLt. ellipt. mvit, et tmnj. 

E qua expres.sione ope formuiariim aatccedentiiim faoile dcrivantur: 

— X* Sin* Ali: sio'tAin : m— al 

^ • ^ 1 — x' 6111 'am 8in*ain(ii+ii) 

n 

»ive 



^ — w|x*ai 



"Gi'^»^)-f^^«'°) 



•in' am 

sinaina.MiiM)nma'^3x'*$inaTna«co8atiia.Aamcj!S 



— x'sm'am — sia'am«^ 

71 



I- X' Sin' am sin'amti/ — o) 

l — X* siD* am sin* am (u + o 



n 



^- n(^,;^,A)-|-«[«E(c)~^i?(±,x) + 2ro]+«ß(a)-«fi(«) 

=s n(i/,ö) + n(//+«,ß)+sn(« + ~,fl). 

Tranafonnationes integralium elliptioorum seoundae et tertiao Rpeciei pc 
eius perscripsimiM y quia hin res fere easdem ioTenioiuSy atque pro n 
mero n impari CI. Jucobi 1. 1. exhibuit« 



2« C« G. J. Jacobi, olsfrv. ad intcgr. dff. 51 

2. 

Dato systemate n aequationum liaearium infcr n in- 

co^aitas, vaiores ineognitariim per intcgralia 

definita (» — l)tuplicja exhibeatur. 

(Scr. C G, J. Jacobi , ftoL otd. matb. R«giuin.) 



Deugnabo^ uti saepius^ per «xprenaioDem 

3B ± <^l,l «2,2 <»3.3 • • • • ^JV» 

aggregatum omuiuni termiaoruiDy qiii ex uno 

Oi^i fl^2,2 • • • • 0||,n 

-proveniunt y indicibus omDibiiB aut priaiibiis aut posterioribus omni 
inter se permutatisi semusi tenninonim praeflxo mgpo -i-f-tAteri semissi 
praefixo sigoo — i l^e signorum ita determinata ut ex indicibus aut po- 
flterJoribus aut prioribus binis quibuslibet pennutalisi termini positl?! omaes 
in negativoa abeaat^ et vioe versa, Cuiusmodi aggregatocum est notissima 
formatio et trilissiinus usus in resolutione algebraica aequationum linea- 
fium; oui igitur rei non immoramur^ optime clim pb lü. Laplace ante 
hos sexaginta annos expositae» Hoo unum adiids^ in sequentibus nos m 
aggregato assignato terminum 



*i4 ^2fi • ' • • ^nyH 



positive sumtum acoipere^ unde tota expressio piorsus definita est* 
Porro desjgno per e^spressionem 

gggr^atum termmorum omniutn, qui ex uuo termino sub signo summa- 
torio positö pr<{3ireniunt^ si utrique sintul indici r.^ \ vatorcs oosnes tribuEb 
tf 2| 3r • • • • ^* Statuo porro 

unde ia expressione apposita termini , in ^^uibus «ssÄ, sive qui in qua« 
drata variabifium üp^ ducuntur, semel, reliqui omnes bis invenluntur« Po- 
iMunus denique^ radicali positivo aocepto^ 

dadi in Commentatione de intcgralibus multiplicibus (Diar. Crell. VoK XII« 
pag» 64) formuiam : 



52 2» C, Gm !• Jaeobif observ, ad iniegr, def. 

in qua iDtegralo extenditur ad valores reales omoes et positivos et nega« 
tivoB variabiiium a^i ^ ati f • • • • Xj^^i ^ pro quibus Xn valorem realem aervati 
aea pro quibua 

et S designat numerum 

9 L (±V 

*^ ~ 2.4.6....(ii— 2)\2/ » 

ai n par, aut ^ 

o ^ _1 m ' 

ai #2 impar« Namerum 2"^^ loco 2% quod iu loco oitato legitur^ scripsf^ 
quia nio loco Talor duplua Integralis subkitelligitur. Porro aupponitur io 
formula aoteoedente^ Talorem expressionis 

esse posi.tivum pro omnibus valoribua realibus ipsornm Xgy X2f •••• x^. 
Statuamus iam, datum esse sjstema /z aequationum lioearium: 

*^* ( «3,1 yi + «V 72 + a^J,3 V3 + C^^n >!. = ^3 , ... 

( <»/.,iyi + «'',o'2 4- ^3 >'3 • • • • + «nr^r» = «»; 

Sit porro brentattt causa: 

lam obserravi in OommeotatioDe dtata pag. 20 ^ si qiianfitates <r,^ omnes 
fivenae sint^ ralores iocogoitarum ezprimi per difierentiaUa parlialia ipsiu!» 
N ope aequationum : 

^''■= 0"-+{^)""+0"'.--+(^>" 



3. 



2. C. G. J. Jacobi, ohserv. ad integn def. 53 

tSK vero a^^i^sz oj^^ uti in Tormula (L) suppotuiur^ differentiale partiale 
Moundum sumtumy quoties non xssA, obtinetur^ si pFimum tfjr^i et r/;^« 
dnrenae statuuoturi atque differentialia partialia beoundum a^ji et seoua« 
dum aj^ sumta iunguntur^ ao deinde a^^^^^v statuitur; quo facto cuui 
ntraque differentialia aequalia fiant^ oasu quo a^^i s= ox^ valor duplus emer^ 
git fkoA qui in formulis (3.) locum habere debet» Hinc oasu quo a,^ = Ox^^ ^ 
qui in antecedentibus supponitur^ looo formularum (3.) statuendae sunt 
ueqoentes: 



1 

Harum formularum ope deducis e valore ipsius y^i quem formula (!•) 
dedimuSi has expressiones ineogtutamm : 

li JKa ' /^^^"^ Wf (»l,a?t ^f'^a^a «»»»-|"illn J^ii)^JCi ^J^a »>»*^^w— i 

Quae sunt expressionea qqaesitae» 

2. 
Formulae (5.) duplicem eonditionem poseunt, et ut sit a^^^ =: a^t,« > 
et ut expronio 

pro omnibus valoribus realibus ipsarum a-, , x^^ • • . . a?« valorem poMtivurn 
aarret« Hino flr}'stema acquationnm linearium propositarum (2«)| <^rum 
aohitio formulis (5.) exhibetur, tamquam minus geiimaie considerari debet» 
Sed facfle ad eas formulae geoerales revooantur. 



* . 



54 2. C. C^ /. Jücobif observ. ad ütiegr. def. 

Sit syrtema generale n aequationum linearium ioter n incogiiitas 
«i > ^9 •••• ^ propositanim : 



Qulla oondttiooe de ooeTficieutibus adiecta« Statuatur porro 

«1 «= *i,i yi + *2.i yi . • . . + *n,i y» t 

«2 = *l,2 yi + *2,2 y2 • • • • + *ii,2 Jn > 



7. 



«/. = *i,n yi + Kn y2 • • • • + b^^nYn > 

puibus ipsarum z^^ z^y •••• Zn Taloribus substitutiB ia {O»)^ ponamuSi ob« 
tiaeri systema aequationum (2.). Undc generaliter babelnr: 

8- ^jr,l == *x,l *i,l + *x,2 *i,2 + ...• + b^^n Kn • 

Qui ipsorum a«,i valores tales 8uat| ut utrique couditioni supra propositae 
satiafiat Ipso enim intuitii patet e (8.)> ^^n 

et habetur 

+ [*J,2 ^1 + *2,2 a?2 • • • • + */»,2 ^»»r 
+ [*l,n ^l + Äa^n ^2 • • • • + *n,n a:„]^; 

quam expressionem patet pro omnibiis valoribus realibus ipsarum x^f 
Xzy • ••• ^n valores semper positivos habere. Unde pro raloribus ipso« 
tum Ojr,2 f ^M formula (8.) exhibet^ formulis (5») tuto uti licet. Uinc si 
insuper obserTas formulam notam seu probatu fadlem; 

habemus e (7.) theorema sequens. 

Theoreroa. 

9,Sit propositum inter n iacognitas Zi^ z^y •••• z^ systema n aequa- 
tionum lineatium 

bj^t «1 + ^1,2 tt» • . . . 4* ^l,n ^n == ^1 > 
^2,1 ^1 "h ^2,i ^ . - • . + Äa^n *,i = ^2 > 



*«,l «i + */»/< ^ • • • • + *ii,n «f« = 'Wn ; 
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statuamus 

t 
I 

porro 
ubi 

radmili positive aooepto; porro ponamus: 

V = i: S ± Ä,,i Ä2,2 • • • • Ä»,» I 
gigno aodpiti^ ante ipsiim Z poslto^ ita determioatOi ut valor ipsius V po» 
sitivus prodeat« Quibus omnibus positis^ erit: 

2"-*5*V J ~ ^rV * 



n 



tt 



2""*5 



V y ^, ;5S * 

integralibus (ji — l)tuplioibuB exteosis ad omnes valores reales ipsorum x^ ^ 
X29 .... ^R-t et positives et oegativosi pro qiiibi» etiam Xn realis fit sive 
pro qiribus 

et desfgnante «9 ant 



M »— 1 

2 



2-4.... (/i— 2) \T/ •"* 1.3.6....(ii~2) \Ta * 

proot n aut par aut impar." 
O. 3. Oeo. 1831. 
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3. 

Zur Theorie der Curvcn. 

(Von dem Herrn Prof. C. G. J. Jaeobi za Königsberg tn Prenfsen.) 



IViao denke sich an drei aufeinander folgenden Punoten einer Curve dop« 
pdtör Krümmung P^ Pi^ P2 (Taf.L Fig.l«) die Normal -Ebenen und ihren 
gemeinschaftlichen Durchschnitt J^^ tf elcher der Mittelpunet der Schmiegung^ 
kugel isty ä. h. der K^gel, welche mit der Curve eine BerShrung 3ter Ordnung 
hat; es sden ferner KC und XC^ die KrSnmiungs-Axen des ersten und 
zweiten Pnnctes, d^ h. die geraden Linien^ die im Alittelpuncte des Krnm« 
mungskr^ses auf seiner Ebene^ der Sohmiegungs-Ebene, senkrecht stehen ; 
diese können ab die Durchschnitte der ersten und zweiten^ und der zwei- 
ten und dritten Normal -Ebene betrachtet werden; sie gehen daher beide 
durch den gemeinschaftlichen Durchschnittspunct der drei Normal-Ebenen 
JT, und die durch sie gelegte Ebene ist die zweite Normal -Ebene selbst« 
Es seien ferner C\ C| die dem ersten und zweiten Puncto P und /i ent- 
sprechenden RCttelpunote der Krümmung , und daher PC und P^Ci die 
diesen Puneten entsprechenden Krümmungshalbmesser. Die Ebene der 
gezeichreten Figur ^ in welcher dtVse Linien und Puncto dargestellt sind^ 
ist also die an den ;>^ weiten Punct Pi gelegte Normal -Ebene; das Element 
der gogebonen Cur ; e Pi P2 hat man sich in Pf senkrecht auf diese Ebene 
zu denken« Es ist noch P^K der Halbmesser der Schmiegungskugel, CCg 
das Element der Curre dsr Kriimmungsmitvelpuncte ; CiP^C z=zCxKC der 
Wiakel, den die zwei aufeinander folgenden Schmiegimgs- Ebenen PiP^C 
r.iid PiPif^i >3fiit einander bilden 9 oder zwei aufeinander folgende Tan« 
«jontpu der Curre ver Mittoipundte der Scbmiogungskugeln ; P| CP gleich 
dem Winkd, den ^d^ beiden aufeinander folgenden Tangenten PPi^ PiP^ 
mit einander bildeu, da CP^ CP^ in der durch sie gelegten EbenePPiP^f? 
auf ihnen senbreoTit stehn. 

Man beacichne mit (CP^ C^Pv) ^<^n Winkel ^ den zwei aufeinander 
folgende Krümmungshalbmesser mit einander bilden, so hat man^ da CP^ 
die f^tniK rechte Projection vonCiP^ auf die Ebene CP,P ist, di«^ Gleidiung 

öOs(CP, C^Pi) = cosC\P,C.oosPiCP, 
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worauf ^a ^ Wfa&el «nendKdi Ueia tSaS^ folgt 

oder 6m bfkmxkte Satz, 'dab das Qa&drat des Winkels^ den swei auf eia« 
ander Ibigende Krnmmoogsbalbmesser mit einander bilden^ gleich ist der 
Summe .der 'Quadrate der Winkel^ die ewei anf »nander folgende Schmie» 
gongsebenen und zwei aufeinander foIg^ideTangenten mit einander maehcnb. 
Aus der ^eztiohneten Figur folgt femer der Satzt 
^^Wenn msn Sber dem Halbmesser der Scbmiegungskugel als puroh- 
tnesser in der Normal- Ebene einen Halbkrefa beschreibt^ so lierShrt 
er die Curve der Mittelpuncte der KrSmmung/' 
In diesem Halbkreise li^en die 4 Punete Ptf C, A» ^« der Bogen CC^ ist 
dilier gldch seinem Durdunesser PiK mal den Peripheriewinker €^ Pi C, 
der über diesem Bqgen steht« Man hat daher den Satz: 

^^Das Element desBogens der Curve der KrHrnmungsmittelpuncte ist 

gleich dem Halbmesser der Schmiegungskugel mal den Yi^inkel der 

Schmiegungs •Ebenen«'* 

Man hat ferner in dem KreisWereck P^CC^Kj CtCP^ssiR^CiKPi^ 

RJ^C^PiKj fiele (7| auf die andre Seite von C, so yi^xeC^CP^^C^KP^ 

ssiJ -* (7iP| JTi woraus der Satz folgte 

^Die Winkel 9 weldie die Tangente jua der Curve der Kmmmungs* 
mittelpuncte und der Halbmesser der Schmiegungskugel mit dem 
Krnmmungsbdbmesser machen^ ergUnzen sich zu einem rechten*^' 
Man darf aber aus vorstehendem Satire nicht schUeiSien^ dals die Tangente 
an der Curve der Krammungsroitteljpuncte und der Halbmesser der Schmie- 
gungskugel auf einander senkretiht stehn^ sondern ihre Lage ist so^ dafii 
^der Winkel 9 den die Tangente an der Curve der KrSmmungsmit« 
telpuncte und ein vom Mittelpuncte der Krümmung auf den Halbr 
messer der Schmiegungskugel gefälltes Perpendikel mit einander hiU 
den^ und der Nebenwinkel desselben^ von dem Krnmmuogshalbmes* 
ler und der Krnmmungs« Achse halbirt werden«" 
Will man noch die Differenz j^weier auf einander folgenden KrSm- 
mungshalbmesser wissen^ so falle man das Perpendikel CB von C auf 
P^Ci^ so wird y da CP s=: CP^ ^ P,B ^ diese Differenz 

C^B 5» CC^.cf»CC,P, ^ CC.eofiCKP^^ CC^.mkKP^C 
= KP^.%inKP^C.ÜnC^PiC = KC.ÜnC^P.C^ 
oder: 

GMM limnial d. M« Bd. XIV. Hft. I. 8 
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9^ Die Differenz zwrier auf eiuander folgenden KrammungdialbmeaBer 
ist gleich dem Elemente des Bogens der Curve der Krnmmungsmittel- 
punote mal den Cosinus des Winkels , den es nit dmn Krümmungs- 
halbmesser bildet oder den Sinus des Winkels ^ den der Halbmesser 
der Sefamiegungskugel mit dem Kriimmimgshalbraesser mächt » oder 
anoh gleich der Distans der Mittelpuncto der Sohmiegungskugel und 
des SchmieguDgskreises mal den Winkel der Sohmiegungs* Ebenen." 

Wenn der Krümmungshalbmesser mit der Tangente der Curve der Krüm« 
muDgsmittelpunote zusammenfallen soll^ so miiGs nach vorstehenden SStzen 
der Halbmesser der KrBmmungskugel auf dem KrSmmungshalbmesser 
se^Lrechtstehn^ oder der Mittelpuuct der Sohmiegungskugel in*s Unend* 
liehe falleui ihr Halbmesser selbst also unendlich grob sein« Dann fallt die 
Sohmiegungskugel mit der Schmieguugs- Ebene zusammen ^ die also dann 
durch 4 auf einander folgende Puncto geht* Ist dieses nun für alle Puncto 
der gegebenen Cunre der Fall, so haben wir ein System Puncto ^ von 
denen je vier aufeinander folgenden in einer Ebene liegen; woraus folgt, 
dab atloPunete in derselben Ebene liegen oder die Curve eben sein muls« 
Wir sehen also 

i^dais nur für eine ebene Curve die Curve ihrer Kriimmungsmittel- 
puneto ihre Evolute wird, oder von den Krümmungshalbmessern be- 
rührt wird«" 

Lagrange, in seiner Theorie der Functionen, scheint andrer Ansicht oder 
hierüber nicht im Klaren gewesen zu sein« Er giebt S. 232 die Bcdin- 
gungftgleichungy damit der Krümmungshalbmesser die Curve der 
mungsmittelpuncte tangirt« Diese jüt 

wo^ nach & 228 und S. 229, 



// ^fi» 






Z 



iz'y-^y'z"^ zy'~y'z"^ 

^ — y-T R — > ^ — R • 

Er bemerkt hierauf S* 232, da& die Bedingungsgleichung offenbar Statt 
findet, wenn m und n constant sind, in vrelchem Falle die gegebene Curve 
ganz in der durch, diese Gielcbung bestimmtv^n Ebene iiogo. ,.Wenu 
aber diese Grofsen nicht oonstant sind," setzt er Srinzu, ,.so be« 
biimmen sit: die Schmieguugs «-Ebene A<t Cuivc (er nennt diese schleciiC« 
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hin plan tangent^ woranter man sonst auch jede Ebene versteht^ die durch 
die Tangente der Curve geht), und wenn die vorstehende Gleicbung (die 
angegebene Bedingungsgleiohung) Statt hat, so bilden die Krümmungshalb- 
messer eine abwickelbare Oberflache/' Es geht nändich aus dem darauf 
Folgenden hervor , dals es im Text statt yyles rayons osculaUurs (wohl 
ein sehr uneigentlioher Aiisdruck) formeront une courbe d^veloppable'' 
heiisen soll une surface developpable ^ da er, um es zu beweisen, das 
Princip der abwickelbaren Oberflächen aufstellt* Substituirt man aber in 
die Lagrange sehe Bedingungsgleichung die gegebnen Werthe von m, /?, 
bf Cf so erhalt man eine Differenzialgleichung, deren Integration augen- 
blicklich lehrt, dals die Curve immer eben, und dafr die Greisen m und 
n immer constant sind, auch die Krümmungshalbmesser nie eine abwickel- 
bare Oberflüche, sondern nur eine Ebene bilden können. Durch Substitu« 
tion der Werthe von b und c verwandelt sich nämlich die Bedingungs^ 
gleicbung in folgende: 

= n'{m^y')—m\n^z'). 

Es ist aber 

woraus, durch Differenziation : 

Mnltiplicirt man nun die beiden Gleichungen: 

(m-y)y + {n^z')z' = - [! + /• + «''], 
m'/'+ n' z"' =5 — [ 771 y + n z["] 
mit einander, und zieht das Pro'1 xt der beiden Gleichungen: 

.n-y 7"+ (/* -r)z'' = - [y'/' + z'z"\ , 

m' y' 4- n^ z' =0 
davon id>, so erhält man 

[(,w— y ') /!'— {n—z') m'] \y' «''— z^] = [ 1 +y '"+ «"] ['/» y '''+ n «'''] ; 
oder, da verniittelst der Bedingungsgleiohung der Ausdruck links verschwindet, 

my''' + nz''' = 0, 
oder, nach Substitution der Werthe von m und n, 

z"y'''^y'z'" = Ü, 

welches die Bedingungsgleichung in ihrer wahren und einfachsten Form 
ist. Durch lutegration derselben, wenn man ihr die Form 



y" z" 



«* 
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gegeben faat> erlialt man aber sogleibtr 

wo a eine Comtante, und duroh zwtf neue Integrationei^ 

wo ßf y zwei neue CSonstanton eind. Die Curve ia( ako immer eben« 
Zugleich erbfilt man für m mid n fie Wertbe 

IT t 

£e Griilsen m ond n sind also immer oonatanU 

loh will bei dieser Gelegenheit, zu • anderweitigem Cvebrauoh, die 
hauptaSohKohs^en bei diesen Uotersuohungen vorkommenden Formeln zu- 
aammenstellen, wobm ioh jedooh nidit, wie Lagrange in den angeführ- 
ten FormeUiy nadi x, sondern naoh dem Bogen s differentiiren werde, 

so dab ^, ^ ^(a:V+yV + -'«' = * 

gesetzt wird, woraus 

tbigt* Man nenoe r den Krümmungshalbmesser , R den Halbmesser der 
SchmieguDgskugel ; a, b^ c die CSoordinaten des Afittelpunctes desScfanue- 
gungskreises ; Uj, ^j» c^ die Coordinaten des Mitteipunctes der Schmie- 
gungskugd ; a, j3, y die Wiukel, welche die Tangente, a^^ ßu y^ die AVio- 
kel, welche der KrSmmuDgshalbmesseri o^ > ß^ # Tä die Winkel, weldie die 
Kriimmungs^Achse, c^, ßj, y^ die Winkel, welche der Halbmesser der 
Schmiegungskogel mit den CocHrdmaten-Adisrai bildet* Es sei der Kürze 
halber 

ysf'^sfy'* = ^, ä'^jc"^— ar^s^'ss B, x'y"—y'x** = C, 
woraus die Gleiehuugen folgen : 

und durdi Differenziation 

y ^''-. x' >'^ = -rfv «"*'''— »'^'' = J8'f ^>'"— r ' ^'" = <^, 

voraus 

Es sei^ fiemer 

woraus durch Differenziation 
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Eodlioh sei 

Nach diesen BeaEeidmungen bat man den Kr&nmungshalkmeaser 
PC^ . _ 1 ^J 

_ 1 

^ Cöordiaaten des Mittelpunets des Krfitnmungskreises 

die Cbsinos der Winket^ die der Krnmmungslfäibniesser mit den Cöordi- 
Balten» Achsen bildet, 

coscsi =5 r jET^^, oosßissry", oosy'ssr^r'', 
die Cosinus der Winkel, die die Tangente und die KrSmmung^« Adise mit 
den Goerdinaten- Achsen bilden,^ 

cosa = :t\ cosß = y\ cosy = zfp 
cosoisssr^, cosß2 = ^J^> cosy2 = ''C', 
die Länge der Kümmungs* Achse CK, 

WO r* die Differenz der beiden auf einander folgenden KrammungHhalli^ 
messcf ist} der Halbmesser der Scbmiegungskugel 

die Cöordinaten ihres Mittelpunnteff 

, r*^ A' , ,. ,. r'B B' 



* 



iKe CouniiB Jer M'^inkel, die flu* nach dem Puncte ;di|>r Curve gesogner 
iHalbmeaser £P mit den CkM>rdtiiaten<- Achsen bildet, 

A* n B* C 

OOSOsSss — ^^y oosßysss--^?^^ oosyjs» — -^12^. 

Irli bemerke noch die GfeiöhiiDgen 

r'A-^rA's^ -.x".t^A, r'B^rB'^z — /'./'A, r'C-\-ra:= —«".i^A, 
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•*-ÄV7^"+Sy' *»=ÄV75r+Ä^ ''^^AVT^^Ai» 
aus Welchen letztem Formein ilas Bogen « Element der Gurre dei Mittel- 
puncto der Schmiegungskugelu folgt^ 

r(< a\ + b\ b\ + «) = ^ (=1 + 1) . 

Die drei Wi nkel^ welche zwei auf einander folgende Tangeuten , Schmie« 
giuigs-Ebeuen<i Krümmungshalbmesser mit einaudet- bilden^ sind 

die Tangente des Neigungswinkels ^ welchen der Halbmesser der Schmie- 
gungskugel mit der Schmiegungs- Ebene bildet, ist 

tangiTPC«^:/^; auch co8^PC? = ^; ^^^^=;T^rR> 
das Bogen-Elemeut der Curve der K . ümmucgsmittelpuncte 

der Cosinus des \Vinkelsj dc;^ Onsdelbc inii dem HaiLMiCSser der Sobmie- 
gungftkugel machte 

oder gleich dem Sinus des doppelten ^'eigimgswinkcls des Halbmessers dei* 
Schmiegungskiigei zur Schmieguugs^ Ebene; der Cosinus desWinkeb, den 
das Element mit dem Krümmungshalbmesser macht, 

oder gleich dem Sinus des eiufacbeii Nebenwinkeln. 

Wenn dec Krümmuijgshä'bmosser die Curire der Krummungiimittei« 

puncte berührt, oder der AVinkel, der das Eiemeut dieser Curve mit dem 

Krümmungshalbmesser macht, verschwindet, dann hat mau 

A = 0, • 

oder 

Man sieht nicht sogleich, wie mau ein Integral dieser Gleichung erhatten 
kann, was keine Schwierigkeit hatte, wenn man statt ^', mit Lagrange, 

a/ als f^onstant setzt, in welchem Falle sich «die Glötchung in die einfachere 

v^'^ *'"--.-^'^ V — i\ 

frerwiuidrlt, deren IntegratiO'! keine Schwierigkeit machte. Aber nach 
dei; obem bemerkten Formeln erhiiit man, weuu mau ü mit — --^a;", 
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— ^^y"y — ^^^" multfplicirt , Jie genauen Differentiale von rA^ rB^ rC, 

8o daCs man^ nach geschehener Miiltiplication und Integration^ die drei er* 

8len Integrale hat, 

rB = a, rBzsiß, rC = 7, 

wo a, ß, y die willkBrlichen Constanten sind« Aus diesen drei GleichnU'« 

gen folgt aber 

a^p' + ßZ + yz' = 0, 

welchesi noch einmal integrirt, die Gleichung 

oder die Gleiohuug einer Ebene giebt. Da r A der Winkel zweier auf 
einander folgenden Schmiogungs- Ebenen ist, so kenn man die geometrische 
Bedeutung der Gleichung AsO auch so aussprechen, dab der Winkel 
zweier auf einander folgenden Srjimiogimgs- Ebenen verschwindet. Dann 
wird aber die Curve eben so eben, w'^e sie ^co gerade Licie wird, weiui 
der Winkel zweier auf einander folgenden Tangenten verschwindet; 
19. Dec. 18'i4« 



4 4. C. G« Jf» Jacobi^ übet dm Steinersaktn Satz von dtn Frimzahten Bdm 13. Uji. •* 



4. 

■ 

Über den Steioerschen Satz von den Piimzahlen im 
4ten Hefte des 13ten Bandes dieses Journals. 

(Vom Hemi Prot C <?. /• Jacobi zu Kouigsberg io Pr.) 



JC^ sei p eine Primzahl , Oif a^, • • « . a„ andre durch p niobf tbeilbare 
SJahlen^ welohe durch p diridirt verschiedene Reste lassen.; es sei ferner 



wo also A\9 -^2 9 • • • • -^n ^^^ durch /i tbeilbar sind. Setst maa 

1 JP , P^ , P^^ 

80 wird bekanntlich JP^*"^ die Summe der Combinationen mit Wiederho- 
Imig SU m aus den Elementen a« ^ a^ , • • • • a^. Anderseifs hat man den 
bekannten Ausdruck 

imd^ wenn itsssO oder kleiner als /z — 1 üt^ 

Es sei nun.. 

;24.OT^ls=*4.0(/>~l) oder m = ß(/>— 1)~(/2~10 + t, 
so lassen 

i * ^^ 9 * * • • Qn^ 9 

dinxh, ;» diridirty respective dieselben Reste wie 

a\j a\^ .... «*; 
und daher 

denselben Rest^ wie 

warn it immer kleiner ab n — 1 ist, oder P '^- ^f^ht d.»rob p auf. M'erni 
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man daher dem k nach und nach die^Werthe 0^ 1^ 2, p . . . n — 7 giebf^ 
80 bat man fSr ß =: 1 den Satz t 

,,\Venn p eine Primzahl ist^ nnd man n durch p^ nicht theilbare Zah« 
len nimmt, welche , durch p dividirt, lauter verschiedeue Reste Ins« 
sen, so sind die Summen ihrer CemlHnationen mit Wiederholungen^ 
zu p — /i, zu p — ^^ + 1, zu p — '» + 2, . * • .9 zu /> — 2 genommen, 
jede durch p theilbar." 

Zu den Zahlen p — /i, p — /i + l^ /?-^/i + 2, ... ., p-^2 kann man auch 
noch ß{p — 1) addiren, wo irgend eine ganze positive Zahl bedeutet* 

Den 22. Febr. 1835. 



ridle'f loumal d. »]. KiI.XlV. im. t. 
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5. 

Zur Theorie des Kreises. 



I. Von den Unterschieden der Flächen der in und um 
einen Kreis beschriebenen regehnäfsigen Vielecke. 

Es sei BF (Taf. L Fig. 2.) die halbe Seite eines iii einen Kreis 
4>08didebaiai regelmSIsigen Tieledkes von n Seiten und AE die halbe 
Seite des umschriebnen Vielecks yon eben so vielen Seiten: so ist der 
Untersdiied der Flachen dieser beiden Vielecke, welcher F heilsen mag, 

Aber^=||, also F^n.^iAC'-^FC'), und weil 

J(P^FC' =s BC—FC^ =' BF* 

-«0 

Nun sei Wink. ACD s Wink. BCD^ also DG die halbe Seite des ein- 
geschriebenen und HA die halbe Seite des umsohriebenen regelm&bigen 

Vielecks yon 2 /t Seiten: so ist^ auf dieselbe Weise^ wenn man dettllnt0iw 

1, 

schied der Flächen dieser beiden Vielecke durch <p bezeichne^ 
folglich ist 

Es ist nun zwarE^>2Jf^ und BF^DG, also ist — in jedem 
Fall >>!; wie auch an uch naturlich ist: allein es fragt sich, wdche an- 
dere ganze Zahl zunächst kleiner sei, als — • 

„ . . SA BF , HA DG , EA BF.GC . , . ,. ^ 

^ "* ^= FC ''"^ Zic^Gc» '^ üä—dgTfc* **'*» •■ (*•) 

y ~ 2 DG«. FC* 
Nun sind die Dreiecke AIC und DGC einander gleich; ul f^ . {st 
da§ Dreieck ABC doppelt so ^foJs, als das Drdeck DGC; mitbin ist 

6. ACBF ^ 2DG.GCy 
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und folglich ^=:--^, mlthia lu (5.) 

y _F . 4GC* 



Ferner »* 7^ = öc "°^ ST ~ JOC * ®^*' ^fillCssGC, IIUszIVF, 
BI^DGy DCszJC: 

NC_^GC , NP_bG 
GC^AC """ ÜG^ÄC* 

aho 

Dieses statt FC* in (7.) gesetzt ^ giebt 

^ F_ 4CC^ 4GC* 



y-^C\6C»-i>G')-^p, 



.. DG^DG . 
Aber -rrTi^-Tn* *'*® 



\ GCV 



6(7 -^--^C* 

l__J^<< I PC ^ ^C* — DG* ^ PC* — DG* .^ GC* 
CC*'^ AC* "^ AC* "^ AC* "^ AC^ » 



ako ist 



10, -£>4. 



DasheiDiti der Raum zwischen beliebigen regelmäfsigen 
um und in einen Kreis beschriebenen Vielecken von gleich 
vielen Seiten ist immer gröfser, als das Vierfache des Rau* 
mes zwischen regelmäfsigen in und um denselben Kreis bo- 
sohriel^enen Vieleoken von doppelt so vielen Seiten. 

II. Von den Unterschieden der Umfange der in und um 
einen Kreis beschriebenen regelmäfsigen Vielecke. 

Der Unterschied der UmHint^e df'r \\m und in einen Kreis foesobrie- 
benen Tieleoke von /i Seiten ^ welcher Ü sein mag^ ist 

11. ü =^'2n{EA^BF), 

und der Unterschied der Umfange der Vielecke von *2n Seiten ^ welcher 

u sein uiagi 

12. u ^ ^n{IU^DG). 

Also ist 

^Ü EA—TiF 



13. 



'9« 
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^- EA .'IC , HA AC , . .... ^ U \liF ) . 

^ — ^^WrO _ BF.GC(AC-PC) 
T — ^^JT^Z^ "~ 2DG.FC{AC-GC)* 

Weiter oben war s-rw=: = ~7r (^O » *'*® '*' 



15. 



2 DG AC 

U GC* (AC— FC) 



TT ~" AC.FC\,AC — GCy 
Da ?^P= ^^'jp^^' (8.), so i«t 

16. -^C-FC = 35,^^:3: = -^. 

Auf dlescllio ^Vcise iindet man, weau ^)r^ die Hälfte de» M sukcls DCA ist, 



Also ist In (15.) 



17. AC— GC = r^ ; 



Ift il _. GC^2 DG» __ GC . OG* 

M ~ AC.FC.2QR* ~ ^t.ft. <:>«** 

rriiri ist auf dieselbe Webe, wie bFs==——~ — (6.), auch 

19 DG = ^/'-i^^. 
al.<c i^t i« .18.) -==—^-1-—-^^^, oder 

•*"• II "" Ävi'.rc' 

und wrenn man aus (8.) FC^ — ~. sübstituirt: 

„j U_ AGC'.RC* 4Rr* 



u AC'{GC'—OG*\ „, /, DG 

AL \l~YJ^r 

Oben (P.) *'Mn!«» gpzsigt, dafs 

4GC» ^ ^ .. 

> ■+ iht. 



^''•- (' - m 



4i?{'» 



ilsö Ut ; — nnsz' tim 80 mehr ^ruiser als 4, weil RC ^ GC^ 



LC'iolkh Ut «lo ^"^ *^ ^ 






Das heilst: der üntersohied der Umfäoge beliebiger re» 
F^lTniifsiger um und io einen Kreis beschriebener Vielecke 
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von gleich vielen Seiten ist immer gröfseri als das Vierfache 
des Unterschiedes der UmfSnge regelmufsiger in^und um 
denselben Kreis beschriebener Vielecke von doppelt so vi#» 
len Seiten« 

III. Anwendung auf die Theorie des Kreises. 

1* Die Fläche des Kreises ist kleiner^ als jedes umschriebene und 
grolser^ als joilcs eingesdiriebene regelmiÜsige Vieleck« Nun ist der.Un** 
terschied der Flächen der um- und eitigeschrieb^nen regelmäfsigr^n Viel« 
ecke von unendlich vielen Seiten gleich Null; denn der Unterschied der 
um- und eiDgeschriebenco Quadrate ist gleich der Hälfte des Quadrates 
des Durchmessers, und der Unterschied der Flächen der um« imd einge* 
schriebeuen Vielecke von doppelt so vielen Seifen ist, wie bewiesen, immer 
kleiner, als der vierte Theil des Unterschiedes der vorhergehenilen Viel* 
ecke, so, dals der Unterschied der um- und eingeschriebenen Viehoke« nach 
unendlicher Verdoppelung der Zahl der Seiten, nothwendig Null ist« -\!«o 
ist die Fläche des Kreises gleich der Fläche eines um- oder emgeschüc-^ 
benen regelmäfsigen Vielecks von unendlich vielen Seiten* 

2« Die Kreislinie liegt zwisohen den Umfangen aller um und 
eingeschriebenen regelmäfsigen Vielecke. Diese Umfäoge smd ^. ' o \ cli J -i-si ^, 
wenn die Zahl der Seiten der Vielecke unendlich grois hX* Dcni: der Unter« 
schied der Umßinge der um« und eingeschriebenen Quatlrate ist gjc<oh At^xM 
vierfachen Durchn^esser multiplicirt mit 1 — >fiy und der Uaursohic^i der 
Umfange der um« und eingeschriebenen Vielecke von doppelt so vielen Seiten 
ist, wie oben bewiesen, inmier kleiner, als der vierte Theil des Unterschiedes 
der Umfange der vorhergehenden Vielecke, so, dab der Unterschied der Um«» 
fange der um- und eingeschriebenen Vielecke, nach unendlicher Verdoppelung 
der Zahl der Seiten, nothwendig Null ist. Auch fallen die Umföogc der um- 
und eingeschriebenen Vieleck6 von unendlich vielen Seiten in eine und die- 
selbe Linie zusammen ; denn der Abstand dieser Umfange von emander ist, 
wie leicht zu zeigeO| Null« Folglich ist auch die zwischen den Umfangen 
liegende Kreislinie mit Omen eine und dieselbe Linie« Also ist der Umfang des 
Kreises so lang, als der Umfeng eines um- oder eingeschriebenen Vielecks 
von unendlich vielen Seiten ; der Inhalt des Kreises aber^ der dem Inhalte 
dies^ Vielecks gleich ist (I.)j ist gleich emem Rechteckf, welches seinen 
Umiang zur Grundlinie und die Hälfte des Halbmessers zur Hohe hat. 

Berlin, im April 1829. 
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6. 

Von der Lage der Ebenen und Linien im Räume. 

■ 

(Von Herrn Prof. Koppe su Soest lo Wettpbalen. ) 



lidLaDDtHob sind die ersten SStze der PlaDimetrie io den Elementen des 
Euclid so künstlich an einander gereiht, dab es nicht zulässig ist^ auch 
nur die Stelle eines einzelnen Satzes zu Sndenii ohne den ganzen Bau zu 
zerstören 9 indem der Beweis jedes folgenden Satzes die Richtigkeit aller 
Torangehenden {ordert. Eine solche strenge und gebundne Folge findet 
jedoch auf die spateren Satze immer weniger Aiiwendutag, da mit der 
wachsenden Zahl der Sätze auch die Menge der Beweismittel zunimo)!^ 
und so ist insbesondere zur BegrBndung der ersten -SStze det Stereome« 
trie, welche die gegenseitige Lage der Ebenen iindXinlen im Räume be« 
trefTen, in der Planimetrie des Euclid bereits so reicher Stoff gewonneui 
dafs es fast möglich ist, jeden dieser Satze an die Spitze zu stellen und 
die Sbrigen in Schicklicher Folge anzureihen« Bei einer soldiea Freiheit 
von liufseren Beschränkungen kann man innere Grande der Anordnung 
aufsuchen^ welche aus der Natur des zu behandelnden Gegenstandes selbst 
hergenommen shid. Stellt man sich nun von vorn herein die Frage, 
welche Folge der Lehren die Sache selbst fordere, so dürfte es nach der 
Vorschrift, von dem ' Einfachem zum Zusammgesetztern fortzosohretteii, 
auf den ersten Blick fast scheinen , als müsse zunüchst von der gegensei- 
tigen Lage der Linien im Räume, dann von der Lage der Liinien gegen 
eine Ebene und endlich von der gegenseitigen Lage der Ebenen die Rede 
sein I und in der That bt dne solche Anordnung sehr wohl ausführbar, 
wie die Leser dieser Zeitschrift, wenn sie den Versuch machen wollen, 
sich leicht überzeugen werden. IVlan wird indefe jener Yorscfarift auch 
euf die Art genügen kiftinen, dais man die Sütze. welche eine verwandte, 
z« B. die senkrechte Lago betreifeo, zusammenfaßt und bierliei die S&tze 
über die Lage der Linien denen von der Lage der Ebenen vorangehen 
lülst. Dies diirfte sich anderweitig mehr empfehleo und ist im Wesent« 
liehen in den Elementen des Euclid beobachtet. Da aber die Lage der 
I^ioiec: gegen einander oder gegen eine Ebene nicht anders festgestellt 
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werd«! kanoy ab mit Hülfe sich schneideiider Ebenen^ so \f Ird jede Dar- 
stellung^ welche die angegebene Anordnung der Lehren befolgt, den Vor- 
wurf der luoonsequenz in sofern nicbt von sich abweisen können, als sie 
bei den Sätzen über die Lage der Linien fortwahrend sich schneidende 
Ebenen anwenden muis, während doch erst später die gegenseitige Lage 
der Ebenen Gegenstand der Betrachtung werden soll, so z# B. bei Eo* 
clid, der bekanntlich alle Sätze über clie senkrechte Lage der Linien mit 
Hälfe uch senkrecht durchschneidender Ebenen beweiset« — Diese lieber- 
legung hat mich zu dem Versuch veranlabt, die bisher allgemein befolgte 
Anordnung umzukehren und von der Betrachtung sich schneidender Ebe« 
neu auszugehn« In wie fern dieser hier folgende Versuch den Anfords* 
rungen an wissenschaftliche Strenge und Folgerichtigkeit entspricht^ OMiis 
ich deni Urtheile der Kenner überlassen; für den ersten Unterricht der 
Anfänger dürfte derselbe vielleicht, was Einfachheit, Uebersichtliclikeit 
und Falslichkeit der Darstellung anlangt, nicht weniger als die E^jclidi- 
HC ho Behandlungsweise geeignet sein. 



1. Grunds» Die Lage einer Ebene ist gegeben durch rlreiPuncte, 
welche nicht in gerader Linie liegen, also auch durch eine Linie und ei- 
nen Punct aulser ihr, durch zwei sich schneidende, durch zwei paraU 
lele Linien« 

2« Zus. Zwei Ebenen können denkbarer Weise mmt ^eibch« 
Lage g^en einander haben; entweder sie laufen paratlel^ d« b« sie treffeii 
in keinem Puncto zusammen, oder sie schneiden sicli, und zwar vermögt 
(L) in einer geraden Linie, oder sie fallen zusammen« Aebnlicbes gilt 
von einer Linie und einer Ebene. 

3« Er kl. Der unendliche Raum, welcher zwischen zwei in tinef 
Unie (Scheitellinie, Kante) zusammenstoßenden Ebenen (Schenkeln) ltegt| 
heilst ein Flächen winkel« — Flächen winket sind gleich, wenn sie sieb so 
zusammenlegen lassen, dals Kante und Schenkel zusammenfallen. — Grü» 
iser — kleiner — Nebenflüchenwinkel — Scheitelflächenwinkel« *-» £i^ 
Flächen winkel, welcher seinem Nebenwinkel gleich ist, heilst ein redbtet% 
und zwei Ebenen stehen auf einander senkrecht, wenn sie rechte FtudbLei^^ 
winkd bilden« — - Spitzer, stumpfer Flächen winkel — u« dergU 

4« Zus« Hieraus folgt auf bekannte Weise, wie in der Planimetrie: 
1»1«) Alle rechten Flächenwinkel sind gleich» 
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2« ?•) Gleiche Flächenwinkel hab(^n gleiche Nebenflächen winkel u. tlergl. 
3« 3.) Scheitelfluchenwiiikel sind gleich. 

5. Erster Lehr 8. Wenn zwei sich schneidende Ebenen (Taf.!. 
Flg. 3.) DJG und F^E auf einer . dritten FDEC senkrecht stehen , so ist 
auch die gemeinschaftliche Kante u4B auf den Durchschnitt^slinion mit der 
dritten Ebene FE und DC senkrecht. 

B e vf • Denn wenn man die Scheitelflächenwinkel OB JE und DBJF 
so Ku^ammenlegt^ däls B liegen bleibt , Ebene EBC auf DBF^ und zwar 
BC auf BD und BE auf VF milt^ so mub auch Ebene j4BC auf JBD, 
jiBE üui ABF fallen, weil sie auf der Grund -Ebene DFVE nach der 
Voraussetzung senkrecht sind; es füllt daher auch wieder die gemein- 
schaftliche Kante AB auf jiBy und es ist folglich Linienwinkel ABC ^ABD^ 
ABE = ABF^ also AB senkrecht auf DC und FE. 

6« Zweiter Lehrs. Ist von zwei sich schneidenden Ebenen 
CAD und EAF die eine CAD auf einer dritten Ebene DFCE senkrecht 
und auch die gemeinschaftliche Kante AB auf der zugehörigen Durch« 
schniltslinie CD senkrecht , so steht auch die andre Ebene FAE auf der 
dritten DFCE und die gemeinschaftliche KsMi^AB auf der Durchschnitts« 
linie FE senkrecht« 

Bew« Legt man die Scheitelflüchen winkel CBAE und DBAF so 
zusammen, dafis. J3 liegen bleibt, Ebene EBC auf DBF^ und zwar BC auf 
BD^ BE auf BF Hillt, so mufs nach der Voraussetzung Ebene ABC auf 
AB D und AB wieder auf AB fallen. Folglich föllt die Ebene ABE mit 
ABF zusammen , und es ist der Flüchenwinkel AFEC = AFED und der 
Linienwiukel ABE=:!ABF, also Ebene FAE ± DFCE und AB ±FE. 

7» Dritter Lehrs. Wenn zwei sich schneidende Ebenen FAE 
und DAC von einer dritten DFCE so geschnitten werden, dafs ihre ge« 
mirinschaftiiche Kante AB auf den Durchschnittslinien mit der dritten Ebene 
DC und FE senkrecht ist, so stehen jene Ebenen selbst auf der dritten 
senkrecht. 

B e w. Legt luau wieder die Sc^eitelflachenwinkel CBAE und DBAF 
so zuiäammon, »laf:^ B und AB Hegen bleiben, Schenkel ABC auf ABD^ 
A'ti'\ auf ABF i'.iWu so mufs nach der Voraussetzung BE auf BF, BC auf 
BD, also auch Ebene CBE auf DBF fallen. Folglich ist Flüchenwmkel 
ADCEzz^ADCf und AFECz=zAFED/d. h. Ebene DAC und FAE ± DFCE. 
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Bein«rk«Bg» Wollte man i» für u^ziilSssig kalfea, dals m den 
boideo ^jrsten Lehrsätzen früher vou der seokreohteii Lage der Ebeneo 
diu Rede iuty ala ihre CeiistructioB gezeigt worden (die MSgtiobkek dieser 
Lage kt aber an «ich klar)^ so fcann auch der dritte Lehrsatz den beiden 
ancJcm voraiisgesefaSckt werden^ ohne dals hierdurcb der Beweis die min-*' 
deste Aendensng erführe. 

A. Khs. Wann oiuo Ltnao ^JI? .»uf awow #fiirMi ihreo FuIiB|>uoet ;E^ 

in einer Ebene gezogenen Linien CD und JE/"^ senlkreoht ht^ so ist üb 
audf auf jeder dritten in dieser Ebene gezogenen Linie HG senkredit» 

Bew* Nach <7«) ist die Ebene D^Cauf DFCE und ^JB auf JDC 
senkrecht j und deshalb nach (6.) auch Ebene Hj^G auf DFCE und AB 
auf HG aenkrecht« Man kann diesen Satz aber auch unmittelbary eben 
so wie den vorhergehenden^ durch Zusammenlegen der Soheitetflaoheowkip» 
kd CBJE und DBJiT erweisen« 

0. ErkL Eine Linie steht auf einer Ebene senkreöht^ -wenn sie 
auf allen durch ihroa Fiifs|iunct in der Ebene gezogenen Linien senk« 
recht ist. 

10. Zus. 1.1.) Eine Linie ist vermöge (8.) auf einer Ebene schon 
dann senkreiSbti wenn sie auf .zwei Linien in der Ebene senkrecht isL 

Z, 2.) Wenn zwei sich sehneidende Ebenen auf einer dritten senk* 

recht stehn^ so ist auch ihre DurdischnittsUnie nach (5.) auf der dritten 

• 

Ebene senkrecht. 

3,3^) Wenn zwei Ebenen auf einander 4senkfre€Ait stehp, und dne 
Linie in der einen auf der Djurchschnittslioie senkrecht ist^ so ist nach (6.) 
diese Linie auch ein Loth auf der andern Ebene,. 

4. 4.) Ist eine Linie auf einer Ebene senkrecht j so ist auch jede 
durdi die Linie gelegte Ebene nach (7.) auf der gegebenen Ebene senkrechti. 

11. Zus. 1.1.) Zwei Liuicn j4B und CD (Fig. 4.)^ wdche auf 
dner Ebene MN senkrecht etehU| sind paratleL Denn die Ebenen ABC 
vMiABDC Kind beide wSMTi senkrecht und müssen feiglich nach (4, 1. 1.) 
zosammenfailen;; demnach liegen AB und CD in einer Ebene n. s«.w. 

2.2.) Ist ven zwd parallelen Linien AB und CD A\e eine AB auf 
einer Ebene JUN Benkr6cht, so ist auch die andere CD ein Loth auf die« 
ser Ebene. Denn nach (IX)^ 4. 4.) int die Ebene ABDC auf MN und da-- 
her nach (10^ 3. 3) auch CD mt MIV senkrecht. 

Cielle's Joisrral «T. M. n^. XIT, Hft. I. 10 
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3.3.} Hieraus folgt bekanntlich | dafs zwei Linien, welche einer 
dritten parallel laufen, unter sich pavaliel sind, und dafi> Linienwinkel mit 
paraJielen Scbonkehi entweder j^leich sind oder sich zu ISO^ ergänzen* 



12« Zu 9* Aus deni Vorhergehenden ergiebt sich nun auch 
die Auflösung folgender' Aufgaben : 

1. 1.) Duriuh einen Punct B In einer Linie AB (Fig. 3.) wird eine 
senkrechte Eheue gelegt, wenn man durch AB zwei beliebige Ebenen 
ABC unAABE legt und in diesen JB£ und ECJLAB s^eht; dann ist Ebene 
CBEjlABI 

"2.2) Durob einen* Punct C aufserhalb einer Linie AB^ wird eine 
5onkrecbfe Ebene gelegt tu s« w# 

3. 3.) Durch eine Xiinie DC in einer Ebene EDFC wird eine* senk-- 
rechte £lbene golegt, wenn man in einem beh'ebigen Puncto B der Linie 
DC die Senkrechte FE in der Ebene EDFC zieht und dann durob DC 
nai4i (!• 13 ^!d^ ^"f ^^ senkrechte Ebene DÄC legt, auf welcher naeli 
^10; 4.4.) Ebene JBÖ/'C senkrecht ist.- 

4.4.) Auf eiuer Ebene EDFC wird in einem Puncto B ein Lotlft 
emchU^if wonn man durch B eine belfebige auf EDFC senkrechte Ebenem 
CAD k^ cmd in dieser ABa. CD zieht. 

5. S.) Auf eine Ebene wird aus einem aufserhalb liegenden Puncte 
ein Loih herabgelassen, wenn man auf der Ebene ein Loth errichtet und 
mit dHfi^eTia durch den gegebnen Punct eine Parallele zieht. 

6. 6.) Wenn eine Linie eine Ebene schneidet und nifht senkrecht 
stebi oder der Ebene paraUe] läuft, so wird durch die Linie eine senk- 
rechte Ebene getegt, wenn tnaii durch einen beirebigen Punct hi der Li» 
nie ein Loth auf die Ebene zieht und durcb dieses und die gegebene Li«» 
nie eine Ebene legt«^ 

13; Zus. Es ISfst sich auch noch leicht zeigen,, dals jede der 
seiL'-hn Yorliergehenden Auigaben nur eine Auflösung zuliifst,. z« B. ia einens 
Puncte in einer- Ebene nur e'n Loth* möglich ist,, u. dergU 

14« ErkL Wenn eine Ebene die Schenkel eine» FlScheowinkeb 
senkrecht durchschneidet, so schliefscn die Ourchsohnittslinien auf der 

■ ■ 

Seite, auf welcher der Flächen winkel liegt, einen Liaienwinkel eiui wel- 
eher der zum FlaJDhenwi>nkel gehörige Linienwiukel heilst» 
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15« Zus. 1« 1.) Gleiche FlücbcDviliKkel haben gleiche Linieixwia- 

kel tinil umgekehrt, 

H. 2.) Fiächcnwiakel verhaUeu sichiMrie die zugehörigen LinieuwinkeL 
3. 3.) Der rechte Flächenwinkel hat auch einen rediten Linienwin-« 

kelt u. dergU 

16« ErkK Weim man diireh eineLinie^ welche eine Ebene Schnei- 
det und auf derselben nicht seukr^cht ist, «ine senkrechte Ebene legt, so 
lieif^t der spitze WJi) kel, welchen die gegebne Linie und die Durchschnitt«- 
Knie emschlie£ien, der NnxgxiogawiDkel. 



Ich breche hier ab, da ich über die schiefe und parallele Lage 
nidits Neues hiozuxufUgea Vf lifste^ und bemerke nur noch, dab alle vor- 
hergehenden Sätze ninr mi^ UUIfe derjenigen Sütze der Planimeti ic, welche 
unmittr^lbar aus dem Qe^rilr des Winkels folgen, also die gegenseitige Lage 
der Li>Hi:£i in einer En^en«' betreifen, erwiesen sind« 



ICMl 
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»er Lehrsätze, mitgetheilt \ 
361 u. S62j nebst zwei anderei 

(Yra dem Hern Dr. Stents zu Gotfiogeo«) 



Fenep ist 



•dtt 



Idi werde zuerst den zweiten Lehrsatz beweisen: 

^Oie Summe aller negatken Potenzen , tou. der zweiten Mi aller 
ganzai positiven Zahlen ron 3 an^ nt s W 

Entwiok^ man nemlich diese Summe ^ so hat man 

(^.) / + F*" + d^ + 4 i + 6^ ^ ' ' 

l + ^+34 + 4; + 54+*--* 
(+ ••• 

* * — * -1. * _L * _!_ 

Addirt mau daher in dem Ausdrucke (^•) die Glieder einer jeden verti« 
aalen Reihe zusammeni so bat mttt 

Duroh dieselbe elementare B^raehtnng lassen sich noch riete an« 

_ • 

idtef nicht minder interessante SStze beweisen ; wie z. B« folgender. 

Die Summe der Summen der ungeraden negativen Potenzen, von 
der dritten an gerechnet, ist s=i; die Summe der Summen der geraden 
Begativen Potenzen, von der zweiten an gerechnet, ist ss|, vorausge« 
etzt, daJs man nur die Potenzen aller ganzen Zahlen, von 2 an, nimmt. 
Also in Zeichen 
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WO för w tUe ganzeu puaitiveo Zahleo 0^ 1, 2^ 3^ • « , • go&eir^t we»« 
den inoBsen« 

Man setze die Summen riler geraden nnd alier ^wueraden Potcya-« 
jBen (4mter den angegebenea BescbrSdiiuigen ) in horizontale Limen, der 
Ordnung nach^ unter einander^ jedoch .so , dafii man allen geraden Poten« 
jß^n dasiZeichen -f-, allen ungeraden das Zeiehen *-« vorsotzt, so bat uiao 

T 2» ^ ip» ^ 4^ + ,^ + • ' • " 



I T 2» ^ 3 * ^ 4^ ■*" ,^ "+" • ' • " 
1 2^ 3* 4* 5« •'•• 

\^±^1 1 Im 

+ ■• 



• ••••••'••V« •#v»»- 



Nnu Ist a{t«T 



oder 



a+l 



» 1 1 » I. 
«' ^ a» a« ^ 



1 



"T • r » r 



a 



+1 



""^ ^^* « T* "*T *"*" "^ •■ • • • 



Addnrt man daher in de^ Ausdrucke {B.) die Gfieder einer Jeden rerti"* 
ealen Reihe zusammen^ so hat man 

(») = (i-i)+(i--S)+(5-i)+ö-i)+-.- = §• 

Nennt man dso die Summe der Summea der geraden negatiFen Potenzen 
P^ Hiß Summe der Sunimea der ungeraden negativen Potenzen Q^ so ist 
nadi dem Yorha-gehenden 

mithiaPsir Q^h 

In Legendre's Exercices du calcul integral {Part 4. sect. 1. 

pag. 65) findet man eine Tabelle , die die Wertbe der Summen der ne« 

gatiiren Potenzen ^ b» zur SSsten, auf 16 Oednialstellen berechnet, ent« 

hftit« Nach dieser Tabelle ist die Summe der geraden negativen Poten« 

len, von der 2ten bis zur 34sten einsohUeislicb, =ss 0^999 9!>Ü998..«. 

.diA 'Stnmne der übrigen s^eradeo negativen Potenzen ist- ako kleiner ab 

O^OOOOO 000002» Eben so ist die Summe der ungeraden negativen Po« 

tenzen^ von der 3ten bis zur SSsten einsehtieMcfa, = 0/.>4999 99999 ^^>2 



i* 
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also die-Sumine ider nbrigcn uogeradcm septiirea PotoiUHi kiemer als 
0,OOÖOO 000001. 

Was üub <dea engten Lehrsatz- des flerrn ProL Steiner betrilit, 
so konimt • derselbe unmittelbar auf den zweiten jBoruok» Bezeichnet man 

nemlicb die Summe aller Brüche von -der Form 

1 

.(2+a')^+r— 1 

■ ■ ' ' 

durch 3^ wo fSr x und für r 1^^ ganze positive Zahl von an gesetzt 
werden miiCi und 2-f-d7 keine höhere Potenz irgend AinerZahl sein darf, 

so hat man» da 

1 _ 1 , 1^ , t . 

ist: 



• « •• 



« • • • 

(.y:) < T" F **■ 3? "*" F '*' • • •" 



I 



+ 



• • 



• • 



(ß.) ^ + (3'/ "^ «T? -ti,3' ^ ' 

+ 

(2*)* ' (2*)' •" *'2M^ + • • • • 

<C.) < ^(3')' ' (3';* ' r^»/-r'... 

^ C^*.)* "•" (5»)' ''■ (6;«y "^ • 

"TT •■••••••••••••••. 

Ue 8« W« 



Die Reihe (//•) enthalt die Summe der negatii^en Potenz^ aller 
Zahlen^ die keine höhere Potenzen irgend einer Zahl Mid; die Reihe (j?-) 
enthält die entsprechende Summe fnr alle Zahteo, die die zweite «rad kitee 
hShere Potenz irg^d anerZaUf sind; eben so enth&lt diu Reihe ((?«) die 



^- 
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entoprecbende. Summe fSr allo'ZableD,^ die die dritte und keTne bShere 
Poteuz irgend einer Zahl sind u. d«w/ Die Summe aller dieser Reiben ist 
daher nichts Andere«! ^ als die Summe aller negativen Potenzen, ron der 

zweiten ao^ aller ganzen (>ositiven Zahleü von 2 ap^ und daher S^=^\. 

■ 1 
Der Ausdruck » ■ »^^ ^ ■ , — ^;^ — p: hltf oaoh dem Torhergeaen«* 

deui =s 



+ r/» , *^,-l2+v + r.:. , ' ^\.^7U t- 



• • • •■ 



Unter der Besehrünkung, daft 2-f*^ keine höhere Potenz irgend einer 
Zahl sein darf, ist daher dieser Ausdruck oifenbar der Summe aller ne- 
gativen Potenzen , von der zweiten an, aller Zahlen, die eine hfihere Po« 
tenz irgend einer ganzen Zahl sind, gleiob,, oder 

womit auch Aer dritte Lehrsatz, bewiesen UU 

Btit diesen Cntemuchungen stehen unter Anderen auch folgende 
Autjgaiien in Verbindung! 

1) Was Ist der Werth der Summe aller Bruehe von der Form ^TTI » 

WO für jr und / jede ganze positive Zdil von an gesetzt werden 
kann, jedoch 2:^x kau»e höhere Potenz irgend- einer Zahl sein darf» 

2) Was ist der Werth der Sumtne der negativen Potwzen aller guK 
zen positiven Zahlen, von 2 an, wenn nur die Potenzen genonuMB 
werden, die durch eine bestimmte Zabt tfa^lbar sind, al^o z* B» wns 
ist der Werth von 

wo für X' alle ganzen Zahlen 0, 1, 3^ 3) . • • - an petzen amd« 
Den 28. FoW, 1835. 
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Eiofache Constnicdon der Tangente an die 

allgemeine Lemniscate. 

(iToo dem Jlerrn Ftof. Dr. jStnntr za Beiliou) 



<■ ii I I I ■— ■■*»— p^ 



L JL/a in neuerer Zdt die Lemniscate bei gewissen pfaysikaliscbeu Uo» 
tenAichungen mehrfach in Betracht gekommen ist, ^so halte ich es nicht 
Inr nnnotSy nachstehende einfache Construction ihrer Tangente in einem 
beliebigen Puncte hier mitzutheilen. 

Eine eharacteristische Bestimmung der allgemeinen Lemniscate ist 
bdtanntlich folgende: 

^,Wenn die Grundlinie jiB (Taf.L Fig. 5.) einea Dreiecks 
der Gröfse und Lage nach und daa Rechteck unt^r den bei- 
den andern Seiten AC^ BC der Griitne nach gegeben ist^ so 
ist der Ort der Spitze C eine. Lemniscate«^ Oder umgekehrt: 

99ln der Hauptaxe einer Lemniscate giebt es aÜemal 
swei Grundpunete jt^ B, welche die Eigenschaft haben^ dafs, 
wenn man aus denselben nach irgend einem Puncte C des 
Umfanges Strahlen aieht^ das Rechteck unter je zwei sol- 
chen Leitstrahlen AC^ BC einen coostanten Inhalt baf 

Aus dieser Bestimmung folgt unmittelbar^ dab die in Rede stehende 
Cunre einen Mittelpunct hat, der in der Mitte zwischen den zwei Grund- 
['uncten A^, B liegt^ und dafs die Curve auf einen endlichen Raum be* 
Hrhrfinkt ist. Angenommen ^ es s^en Dj E die Endpuncte oder Sciieitel 
r^r Hauptaxe. Man setze I) die Hauptaxe /)£ = 2 1/, dso d:s:zMD^ÄiiC\ 
2) den Abstand der Grund{mncte von einander ui/JSs 2 r, also c=iMA:=3iB, 
und 3) den constanten Iniiait des Rechtecks unter je zwei zusammenge- 
hört Leitstrahlen AC^ BC, oder o« 6, ^ h\ so ist 

A» 5= o .* = (rf + A)(rf— 4?) = 4P— r% 
und die drei verschiedenen Gestalten ^ welche die Curre itas Allgemeinen 
haben kann, lassen sich durch folgende Bedingungen bestimmen: 
a) wenn h^^ c\ dann ist die Curre in allen ihren Theilen zusanuncn- 



gl 
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hmgPinÜf und hat !m AHgeoieiiien in den Schßitela ihrer liwetteo A^f r 
eine EinsenkuDg; 

ß) wenn h^ = c^^ dann sohnetdet Bieb die Curve in ifirrai Mittelpunöte % 
80 dab also dieser Punct ein Ooppelpunct der Piirve ist, und zwar 
bt er für jeden Zweig ein sogenannter Wendongspunet; die beiden 
Tangenten in diesem Puncto innd auf einander aenkredit, und die Cun e 
wird durch ihn in zwei geschlossene, congrueüte Theile getheilt, welche 
in Scheitel IV iokeln jener Tangenten liegen; 

7) wenn h^^c\ so besteht die Curve aus zwei bolirteii^'eoi^hien'- 
ten Theileo, wovon jeder sich dem Auge als eine geschlossene Curve 
darstellt, und wovon der eine den Grundpunct ^/ der andere B 
unischlieist» 
Häufig wird die Curve^ nur unttf der Form (ß) „Lemniscate'' 
genannt *)• 

2. Mit Backsiißbt auf die vorgenannte cbaracteristivehe Eigenschaft 
der allgemeinen Lemniscate gelangt man^ nun durch folgende Betrachtung 
zur Construction ihrer Tangente io einem beliebigen Puncto» 

2ieht mau naich den Endpuncten C, C^ eines beliäbigen Bogen» der 
Curvo die Leit^frahlen ä und b, a^ und £1, so ist (!•):' 

und daraus folgt 

Zieht man ferner die Secante CC^, jund halftet in dem Dreieck CJlCg 
den Winkel an der Spitze A mittelst dj^ Geraden Ajii , so wie dessen 
Nebenwinkel mittelst der Geraden AJ2 9 und wird eben so in dem Drei« 
ecke CBC^. der Winkel an der Spitze B und dessen Nebenwinkel mittelst 
der Geraden BBx^ BB^ gehalftet: so wird die gemeinschaftliche Grund- 
linie CCi^dcr beiden Dreiecke von diesen Geraden bekanntlieh so getheHt, 
dab aicb die Abschnitte wie die zwei übrigen* Seiten verhalten^ d; h. dab 

sich jerhult 

W CJiiC^Ji=: CJ^xCiA^issx Qiä^ und 

C^Br^ Cß^ SÄ C,Bi : CB2 = ii : A, 

woraus^ VermiJge der obigen P^opdrtion^ atOi^^b^ib leidit fo'gt , dafs 

CJ, ^ C,B^ und 

*) Über 4ie8e besonJere Leinoiscate sehe man den Lehrsatz am Ende dieses Hefts. 
GMIe^f h^naü 4. M. Bd.XIY. HflL 1. 1 Ü 



\. 
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Da die Gerad« -^^i uod ^ijd^t weil rie Nebeniriokel ^Slften» za 
, einander rechtwinklig siad, und aus gleichen Granden die Gwutoa BB^ 
^iiBä BBf auf Baader seokrecht stehen; und da ferner, wenn man dia 
geoante CC, so bewegt, dafs ihre Durchschnitte C\ C^ tnH der Curre ein- 
uder immer nlUier rSoken, z. B. wenn man sie um C sich drehen UtCst, 
bis endlich C, mit C zuflammeoHillt, in welchem Falle dia Seoante in eine 
TangWt« übergebt und die Geraden ^^,, BB^ sich beziehlioh mit den 
festen Strahlen -^^^ BC TPrelnigen: so wird die Tangente in irgend einem 
PuBOt« C der Curre durch folgeades ebÜMhe Verfahren gefundeo. 

f^Man siehä die beiden Leitstrahlen ^C, BC nach dem 
gegebenen Functe C, errichte anf dieselben in den Grund- ^ 
punoten A, B die Perpendikel AA^^ BB,, und ziehe swisohen 
diesec diejenige Gerade A^CB^t welche durch jenen Punct C 
gehült'tet wird, so dafs CA^^^ CB^i so ist diese Gerade die 
verlangte Taageate." 

Berlin, im Deoember 1834. 
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iBNätrüge zur Discuisusiou iles Eulemelieii Lehrsatzes 

von Polyedern in Beziehung auf die neulich 

hemerkten Ausnahmen desselben« 

(Von Umn Ih C- Schulz y. fkrasznicki^ o. B^ Trof. der Haihenatil^ M k. k. 

Lyteum tu Laibacb.) 



JMaoh dem Euleracbeii Satze sott bei ^^in wie immer gestalteten Kör- 
per die Anzahl der Seitenfltiehen ^ mehr der Anzahl der Ecken ^ um zwei 
grOfiser sein, aTa die Anzahl der Kant^i« Nun fahrt Hr/ Dr. Bessel^ im 
Isten Hefte des 8ten Bandes dieses Ivtamals mehrere Körper auf, wo 
dieses Gesetz offenbar nicht Statt, findet« Hierbei wird aber die Ursache 
der Aiisi/ahm^i nicht angedeutet , und da nach dem alten logischen 
Spruche giU: qui nimium probat f nihil probat , sl^ n^jssen eijitiroder alle 
Bew^se des Enle rächen Satzes« und mit ihnen der Satz selbst vor« 
worfen werden I oder es mnfiTim Beweise a[uf dta Ausnahmen bingedea« 
tet« und der Satz, mols danach beschrankt werden« Mem BemShen 
gebt dabin 9 den so schönen aNgemeinen Eule rächen Satz so vier wie 
möglich zu rettem 

Der Beweis 9 den Gaucby kn Oten Bande des Journal de f 4$^ 
polftecknique (iir den Eulers chen| oder oigentlicfai fae einen noch allgcr 
meinem Satz giebt, gründet sich (ride pag« 10) darauf^ da|s bei der An* 
einandersetzung der Pofjgone die Anzahl der Kanten immer um 
eine Zahl verme4rt wird, die um 1 gföfser ist, als die Zahl, 
um welche die Anzahl der Kanten zunin^mt« 

Auf diesen Beweis stützen sich auch alle anderen Beweise, ausge« 
nommen dfrLegendre's, welcher die sphärische Trigonometrie :«u Hülfe 
nimmt, und auf dessen UnzulÜD|ßiobkeit wir spHter kommen woilen« 

JUfie pl^en angeführte Bemerkung wurde deswegen bisher für äuge« 
mein geltend angenommen, weil, wenn 2 Poljgonen eine Kante gemein- 
schaftlich ist, sie dann zugleiek 2 Ecken gemekischaftlii& haben müsseii} 
und eben so: haben 2 Polygone 2, 3, 4^ etc. vi Kante* gemein, so haben 
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fie 3^ 4^ 5, etc« n-^i Ecken gemeinsdiardicb ^ so daCs Jer Zuwfliohs ao 
neueii Kanten um 1 grufser ist, als der Zuwachs an neuen Ecken« 

Allein es und auch Figurnetze denkbar , wo durch die nea binsu« 
k<>mmende Figur die Anzahl der Ecken und die Anzahl der Kanten iKlide 
um dieselbe Zahl vermehrt worden» In diesem Falle wird also die An« 
zahl der Flfichen dessen ungeachtet utai wenigstens 1 wachsen; daher wir4 
die Regelmalsigkek gestört werden^ und daher kann bei Kürperni W^che 
durch soldie Figurnetze begrenzt Werden , das Eulersche Gesetz nidit 
Statt 6nden# Diese Störung der RegelmSlsigkeit kann aber nur dann ge« 
scbebeni wenn ein Körper auf dem andern aufsitzet, d« u keine ganze 
Seitenfläche mit ihm gemeinschaftlich hat» 

Man setze z. B« den Körper udfJSCZ) abcd (Taf.L Fig.6.)» Wenn 
wir zur Fläche JBD diö Fläche BCD hinzusetzen ^ so kommen 2 neue 
Kanten BC und CD und eine neue Ecke C hinzu; wir haben 2 Fla« 
oben 9 5 Kanten und 4 Ecken ^ und ea ist richtig 2-{-4 = 5 + lf kommt 
nun die Fläche ACD hinzu^ so kommt keine neue Ecke und nur eine neue 
Kante AC buizu; wir haben 3 Flächen ^ 6 Kanten^ 4 Ecken ^ und es 
ist 3+4 = 6 + 1; kommt die ringförmige Fläche ABCabc hinzu^ ao 
kommen 3 vmxb Kanten ab^ acy bc, und 3 neue Ecken a, bf c hinzu; 
wir haben 4 FlSdien, 9 Kanten ^ 7 Ecken ^ und somit 4+7s=:9+3; 
es Sst also schon die Rogelmufsigkeit gestört, und sie wird auch ntmmer 
hergestellt. Durch das Hinzukommen der Flächen abd^ dbcy ade wird 
die Anzahl der Flächen lun 3 p die Anzahl der Ecken um 1 ^ die Anzahl 
der Kanten um 3 vermehrt^ und ^ir haben inpi Ganzen 7 Flächen, 8 Ecken 
und 12 Kanten, nnd daher 7+8 = 12 + 3, im Widerspruche mit dem 
Eulerscben Sat^« 

£s ist gleicngtiltjig, ob ein Körper auf dem andern aufsitzt^ oder 
aus dem andern herausgeschnitten wii'd« In ( Fig. 7. ^ haben wir ebenfeUa. 
7 Flächen, 8 Ecken und i2 Kanten« 

Allein es giebt auch aufgesetzte Gestalten, für welche dessen unge« 
achtet das Eulerache Gesetz-Statt &idet; z.B. Fig. 8«, welche sich von 
Flg. 6« blols dailnrch unterscheidet, dafii die beiden auf einander gesetzten, 
Pyramiden die Kante ^C gemeinschaftlich haben; hier haben wir 7 ElSr 
öhen, 6 Ecken und 11 Kanten, und dafafe^ 6 + 7sxll + 2, dem Euler«- 
sehen Satze gemäfir« 
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E§ bleibt [im* nur noob m «iöigeQ vlbAf^^ cklb eaoh im Beweise 
Legendre's die Ausoabine der aufgesefesten^ oider eibgescbtiiUeüeD Ge» 
etalten sidb naohweiseD VihU Naoh Leget! dre soll man eineiiPiinot in»' 
neriialb des Polyeders anAebmeni um densölbeo eine Kugel beschreiben^ 
jedeti Eckpynct mit dem Centro verbiiiden^ un^ taa jeder Kante eioen ana- 
logen Bogen des grSisten Kreise* ziehen; <^un wir dieses io Bezug auf 
den Körper Fig. O«, und behalten in dto Zdchniing blois die Kugd mit 
ihren Bogen bei, so habep wir Fig« 0» 

Legendre's Beweis stützt sieh nun darauf^ dab^ w6nn n die An« 
zahl der Seiten^ s die Sutniino d^ Miitkel eiti^ (sphärischen Poljgons is^ 
stets der Flächeninhalt desselben gleich 5~2/x-(-4' sei^ welches aber offen« 
bar bei einem spharisQhen FolygOn, wie hier JßCabc ist^ nicht Statt 
findet* Nennen wir nemlich die Winkel, die in dieses sphärische Polj^gon 
hineingeboren 9 a^ by c^ so ist deir Flächeninhalt des sphärischen Dreiecks 
übe gleich (4— ö) + (4~Ä) + (4-.c)^2=:10-.(a + Ä + c), und der 
Flächeninhalt des sphärischen Dreiecke ABC s;^ ^ -)- ^ + ^"^ % daher der 
Flächenmhalt von ABCabd gleieh i/ + Ä + (?+ö+6 + c-.l!i. Derglei- 
chen sphärische Poljgone werden stets bei einer aufgesetzten und eidge-* 
schnittenen Gestalt Statt finden» 

Aus Vorhergebäidemseben wir also, dals der Eul ersehe Satz nur 
da eine Ausnahme leiden kantig wo eine Fläche in die andere gelegt wird, 
und selbst da nicht immier, w;ie wir Fig« 6« gesehen haben« Korper aber 
von der Art könhelki wir fiiglich als zusammengesetzte betrachten, die 
durch Aufsetzung oder Aushöhutig entstehen, und es bleibt daher voUkom« 
men richtig, dafs d^r Eulersche Satz für alle geometrisch ein- 
fachen Körper gilt« 

Alle Körper nuQ^ deren I^eicbiiung llf^rr Dr« H es sei am ange- 
^'^i*ten Orte mittheilt ^ sind Korper, die durch Auftetzung oder Aushob- 

m 

Juug entstanden sind« Die Eintheilung in Eulerzohe Ebenflächen und 
andere scheint mir daher überflüssig, da der Unterschied zwischen ein« 
fachen und aufgesetzten Körpern hinreicht« Um nun zu unterjiuclien, wie 
durch Zusammensetzen der Körper das Euler sehe i^esetz ^verloren ge* 
hen kann, wollen wir zwei Körper annehmen: die Anzahl der Ecken sei 
in - beiden e und e\ die Aözabl der Kanten k und k[^ Aw Anzahl der 
Sdtenflächein s und ^V^ wAta beide einfache Körper, und £ sei die An- 
zahl der Ecken , K ^Jie Anzahl der Kanten und S die Anzahl der Seiten- 
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täSi^ki&a des am tbnODi zqsttmmeiigMeizttB Körpers; es sd hmßi m die An« 
«sil der .l)iei der ZusammciuietxuDg TerioTBeisBokeB^ % dte'AnzaU der ver« 
lomen KanteDy und er die Anzahl der Terlornea SeitenfliloheB, so batmau : -^r^ 

■.'S - . e'\-s c= ls4^2, • 

^daher, wül #+#'4-*+^' = i^+i^' + 4 ist: 
abo ' 

^^®' [E+5— Jr-.a] + [f+(r— 16— 2}=0: 

ein Lefarsaizy welcher anzeigt , dafs die Anzahl der Ecken, mehr der An« 
zahl der SeiteaflKohen, weniger der Anzahl der Kanten des zusammen- 
gesetzten ^Srpers, weniger ^wei, gleich ist derselben Verbindung derZah« 
len der bei der Zusammensetüung verloren gegaogenen Elemente. 

Haben nun die 2 an einander gesetzten Körper eine ganze Seiten« 
flSche gemein , so gehen 2 SeitenflSchen Terloren ; es ist daher qr ss 2« 
Deeken slek aber 2 solche SeitenflSchen, so gehen offenbar so fiel Kan- 
ten als Eckmi' verkirei;, dwh« es ist «stsie; dann es falten ja 2 Ecken und 
zwei Karten auf einander, und man hatJir diesen Fall 

€+a*— 'j^— 2 «5? 0, dah^^ 
>. £ + *J~jr— 2 = ©• 

Werden also zwei einfache Körper so an rinander gesetzt, dalk ue 
eine ganze Seitenfläche gemeinscbaüWcfa haben , so unterli^i der neue 
Korper ebenfalls dem Eu »ersehen Gesetze. _ 

Haben zwei an einander gesetzte Korper zwei Seitei^ehen ge* 
meinsohaftfiab, und zwar zuerst , wie wir voraussetzen wollen, zwei an 
ebander liegende, so gehen bei der ZusammßnsetvitiDg ynvi Seitenflächen 
verloren; allein die Anzahl der verlorneu Kanten ist um i^Wei gröfser, als 
die Anzahl der verlornen Ecken;, denn die Kante« welche beide Seilen^ 
l|K#eu mit einander gemeinguhaftUch haÜMUf gelit doppelt Yerloren, wSh* 
ren«V- jeder ihrer Eakpuncte nur dafack yerlmren geht; es isl daher 
«s=«4-2, also «+«•—« — 2 = e+4—(«+2)--2=0, folgtidi 
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Haben aber^ die zwei Korper awei läeitenflfiohen gsrndup die idoht 
an einandeir liegen^ao hurt das EiUHtiobe Gesetz aufi und ganz begr^« 

lioh^ weil* der neue Kfirner^e^i §!^'&^p|'^^f^Jl^i-*«)i]L 

findlich mögen im illg^inmimi zwei eintaohe Körper / an eman^ 
UegendeSeiteneäolMilMt*ein«il^ den zwei^ 

sich de<A:enden Poljgonnetzen /Polygone, ^'Kanten und p Eokpuncte; es 
habe ferner die äulsere Conturdieäes: Jfetzea^n Kanten und folglich nfiok« 
puDcte, «o dafii ako inwendig.^—,/! )HLan;tßi| und p^'^t/i Eokpunela äaA; 
nennen ^ir femer, wie (raber,, die ^Mzahl der verloren gehendevVUMieii r, 
der Ed&en e, der Kanten m, ao ist, & jede Kante der Coütiir^'^nd |öde 
EcKe derContur nur emmal yerlören geht, wälurend dieses bel(^^ ^^^ 
digen doppelt Stattfindet:' , \ 

Niiäi ist nach Cauohy's Lehrsatz, lur jedes* Bolygo^ 

...... /+.i»,-«*>+i,-- '■ ■•'■■■'. ■ 

Ferner iMt2p=:t^n; 2sssf}\-n^^ {\I^ ha^ map, iß^Wif^viibß^^ 

folglich . „^ -; .• vi ):?•:•;.: .r :•.-.-. - '. • 

,,;:..!+!»•— ?6r-»2 C3 9,.- ._-,•; •-•'..."..■••_ •;•■■• 

\ß4.,J— jf— 2 = 0. i'-ii = r 

Also zwei elbbohe Kgrp» , ■ w to: dnah*r ■ |{Aaiet »^ ia«trf ■to^ >iii g >Mi ne > 
faitiigende Poly^oMUietw mit^eidlndäif '^«meiiniiH^midi 'fii^ 

der einen Korper, der.dem Eu^riioH^f) :$e9,^ 

Und so ergiebi' sJoti ebwmal^ dab mir ^«g^esetsten und aoge- 
höhlten Körper eine Auuiahne machen«' ' ^ •' ■> ""■ 

Laibaoh,lmSeöWinWlf:t832.' •• ••'- -'•- ■• ' " ' ;'^' '•■'""■ ■•■ 
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88 ^^* Lehr$äUe und Aufsabem. 

Lehirs&tze iiii4 Anfgni^üy 

entere zu beweiseo^ letaetere auEEiriSflen* 



(Vom Herrn Prof. Dr. Steiner.) 

L JL ehr 8 atz» Bestimmt man in der Haiiptaxe DE (Taf. L Fig« 5.) 
einer geinröhnliohen Lemniscate ^) denjenigen Punct F oder G, welcher 
lEu den Sdieiteln dieser Axe D, E und dem einen oder andern Grund-* 
puncte ji oder B der vierte, dem letztem zugeordnete, harmonische 
Punct ist, und fallet aus diesem Functe auf irgend einen reellen Durcbmes« 
Mt der Cmrve, d. u auf irgend eine Gerade //ÜT, welche durch den Miltel* 
punct il/ der Gurve geht und dieselbe aufserdem in zwei Puncten £/, JV 
schneidet, ein Perpendikel FH oder GX: so ist das Rechteclc unter den 
Abstünden des FuUpunctes dieses Perpendikels von den Endpuncten jenes 
Durchmessers, also das Rechteck HI4.HN oder KPf.KL^ fär alle Durch* 
messer von constantem Inhalt, und zwar ist dieser Inhalt gleich dem 
Quadrat der halben Haiiptaxe, d« !• = MJ\ und somit gleich dem Flüchen« 
Inhalte der Gurve (wenn die Ton ihr eingeschlossenen Räume beide po« 
titiv genommen werden). 

2. Fifllet man aus einem willkärliohen i^uncte p in der Ebene fr« 
gend einer gegebenen Ck^rve ^, Lothe auf die Tangenten der letztem, so 
liegen ihre Fulipunote in irgend einer andern bestinmffi^ Curve J?, und 
es ist die Frage: 

a) wie UUst sich der Flucheninhalt der Curve By und 
A) wie ihre Länge ausdrücken, wenn die Gurve A und die Lsge des 
' Pu^efes p gegeben ist? nad femer: 
e) weiche Lage muCs der Punet p in Bezug auf die Gurve ji haben^ 

damit der Flächeninhalt, oder 
dy damit die Läng» der Curve B ein Minimum wird? und endlich: 
c) welches ist der Ort dea Punqtes /», wenn der Inhalt odtt die Lange 

^ou B gegeben btp 

3. Angenommen ea sei die gegebene Oiirve A (2.) gesdifossen, 
und ubemll convex, und man lasse sie auf einer Hosten Geraden G roUen, 
bis sie sich ganz umgedreht hat , so wird jeder dift ihr fest verj^imdeo 
gedachte Punct /» (er liege in, innerhalb od« anfserhalb A)y irgend eine 
Curve beschriebep, welche, wenn die Lage des beschreibenden Punetes 
am Ende seiner Bewegung pi heilst, durch ppi t>easeichQet werden mag; 
Heifnen ferner die Puncte, in welchen die feste Gerade O von der rollen- 



*) Uan sehe den «bigeD Aufoafs übtr die allgcnieiiie Lentiiscatci (i, /9) S. 80. 
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Aea Curve J anffiogliofa und am Ende der Bewegung Lerahrt wird, g und 
fi f und zieht mau die Geraden p g^ p^ g^ , so entsteht ein gemischtimigea 
Tiereck pggtPiPf.rqn dessen drei gcradhnigea Seiten zwei, niimlioh /if 
und pi gl j gleiob und parallel sind, und die dritte g g^ dem UmÜMiga det 
Cur?e A gleich ist (Die vierte Seite ist nenüich die genannte Curw pp^^ ,) 
Nun kann gefragt werden: 

a) wie ififst sich der Inhalt des Vierecks pggiPip, und 
6) wie die LSnge der Curre pp^ ausdrücken, wenn die rollende CnrT« 
A nebst der Lage des beschreibenden Functes p , in Bezug auf die- 
salbf,, gegeben ist? und femer: 

c) welche Lage mu£i der Punct p (in Bezug auf A) haben, damit der 
Inhalt des Vierecks, oder 

d) damit die Länge der Cunre ppi efai Minimum wird? und endlich: 

e) welches ist der Ort des Punctes /», wenn der Inhalt des Vierecks 
PggiPtp9 oäejt die Llioge der Curre ppi gegeben ist? 

Dieselben Fragen sind zu stellen, wenn die Curve A (statt auf der 
Geraden 6), wad «inem gegebenen festen Kreise, oder ni irgend einer 
andern gegebenen festen Cnrre rollt« 

Wenn bei dieser und bei der Torqgen Aufgabe (2.) eine und dieselbe 
Curve A und der nemlicho Punot p zugleich betrachtet werden, welches 
merkwürdige Verhältniis findet dann zYrischen den Flächeninhalten der 
Cwtye B und des Vierecks pggiPiP statt, und welches zwischen den Län« 
gen der Curven S und ppi? Durch dieses Verbal tnÜs sind nemlich beide 
Aufgaben von einandar abhängig p so dafs sie im Grunde in eine einzige 
zusammenfalleo» 

4« Wenn dre Grundlinien zweier Dreiecke, einzeln genommen, ih« 
ror Gröide nach gegeben sind, und wenn die Summe der vier übrigen 
Seiten gegeben ist, so sollen diese letztem cibaeln So bestimmt werden, 
dafs die Summe der Flächeninhalte beider Dreiecke ein Maximum wird« 
Oder umgekehrt: Wenn die Summe der Flächeninhalte zweier DtV^iecke 
und ihre Grundlinien einzeln gegeben sind, so soll man ihre übrigen vier 
Seiten finden für den Fall, wo die Summe derselben ein Minimum ist« 

Die nemlichen Fragen sind auf Vierecke, Fünfecke u» s* w« auzu« 
wenden« Sie führen zuletzt auf nachstebende Frag[en» 

§• WeMi"riwii zwei ^rais« Segmenten (von verschiedenen Kreisen) 
die Grundlinien (oder Sehnen) einzeln gegeben sind, rmJ wenn entweder 
a) die Sunmne ihfer Bogen, oder 0) die Summe ihrer Fläcucnitihalte g^ 
gclb^i ist, so soll das Verhaltnifs der Radien dw beideii &rr-j\e, oder *is 
Verhältniis der Bogen, oder der Inhalte dor Spgnv.'ulo gefiiadon worden, 
welches statt finden muls, damit im Falle (a) die Stimme drp Inhalte 
der Segmente ein Maximum, oder im Falle (ß) die Siimmo cJor Bo- 
gen ein Minimum wird. 

6» Wenn die Grundflächen zwf>iep dreiseitigen P^ ramiden der Form 
und Grölse nach gegeben sind, und >venn ferner t^utwednr a) die Summe 

' Crelle's Jonrnal d. M. B<'. MV. Ilft.l. 12 
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iürer übrigen sechs Flachen^ oder ß) die Summe ihrer Korperinhalte ge« 
gebet! ist, so ist die Frage: wie mSssen sich ihre Oberflächen, oder wie 
ihre Körperiobalte zu einander verbalten , damit im ersten Falle (a) die 
Summe ihrer Körperiuhaite ein Maximum^ oder im andern Falle (ß) die 
Summe ihrer Oberflächen (also auch ihrer 6 Seitenflächen) ein Mini« 
mum sei? 

Dieselben Fragen bei 4, 5, 6, . • • • /z^eitigen Pyi^^miden ; desgleichen 
Lei Kegeln, wenn z. B. die gegebeneu Grundflächen Kreise sind. 

?• Wenn die Grundflächen (oder Grundkreise) zweier Kugel -Seg- 
monte einzeln gegeben sind, und wenn entweder a) die Summe ihrer 
Oberflächen 5 oder ß) die Summe ihrer Korperinhalte gegeben ist^ so ist 
die Frage: wie müssen sich die Radien der zugehörigen Kugeln, dder wie 
müssen sich die Oberflächen, oder die Korperinhalte der Segmente zu 
einauder verhalten, damit im Falle (a) die Summe der Körperinhalte ein 
Maximum, oder im Falle (ß) die Summe der Oberflächen ein Mini« 
mum sei? 

8. Sind zwei gegenüberstehende Kanten einer dreiseitigen Pyra« 
mide der Gröfse nach gegeben und liegen sie in zwei gegebenen festen 
Goraden ^, ^i, so ist bekanntlich der Körperinhalt der Pyramide con« 
stant, mau mag jene Kanten auf diesen festto Geraden annehmen, wo 
mau will. „Dagegen ist die Oberfläche der Pyramide ein Minimum, 
wenn man die Kauten so annimmt, dafs die Gerade , welche ihre Mitten 
verbindet, auf beiden senkrecht steht." 

9. Wenn im Raunie irgend drei unbegrenzte feste Geraden, wo* 
von kejDo zwei in eiucr Ebeue iiegeu, gegeben sind, so soll erstens 
unter allen Dreiecken, deren Ecken beziehlich in don drei Geraden liegen, 
dasjenige gefunden werden, ä) dpssen Umlaug, oder /•) dessen Flächen* 
inhalt, oder c) dessen umschrieb^iK^r Kreis eiu Miaimum ist*); oder es 
soll zweitens unter allen Kiigi^iri, welche dio drei Geraden berühren, 
die kleinste gefunden werden, 

10. Sind die Grundlinien dreier Dreiecke im Haume der Gröfse 
und Lage nach gegeben,' und sollen ihre Spitzen i«fc irgend eiuem Puncto 
vereinigt sein, so soll diejenijje Lage dieses Punctes gefunden werden, 
for welche die Summe der FiächenioliaUe der drf^i Dreiecke ein Mini- 
mum ist, «r- Wenn ferner die drei Grundlinien iivr Gröfse nach gegeben 
sind, und* wenn sie re.speetlve in irgend drei (ior Lage nach gegebeneu 
unbegrenzten Geraden im Uaume liegen solleu, so soll ihre Lage in die- 
sen, so wie die Lage ihrer gemeinschaftlichen Spitze gefunden werden, 
für welche die Summe ihrer Flächeninhalte ein Minimum wird« 

11. Wenn irgend eine Curve C von doppelter Krümmung gegeben 
ist, und man zieht aus eiuem beliebigen Punctc P im Räume nach allein 
■ ' ■ '■ ■■ — -■■■ 

^) Das veilaagla Dreieck mit dem Lleinsleo Umfang« Iu)t Dolhweadigerweise 
die EigenschaÜ, dafs die Geraden, welche seine Winket hälften, beziehlich auf don 
drei gegebenen festen Gerade'n senkrecht stehen« 
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PuuctdD derselben gerade Linien, so errüllen diese irgend eine ü^egelföi« 
mige krumme Flüche F. Es soll derjenige ^Pimct P gefunden werdeis, 
für welchen die Fläche F ein Minimum wird. 

Diese Aufgabe wird einlacher, wenn statt der Curvo C irgend ^in 
geradliniges schiefes Vieleck (Viereck, Fünfeck, u.8.w.) im Räume ge^ 
geben ist. 

12. Wenn die Seiten (oder ihre Verlängerungen) eines beliebige: ir 
gleichseitigen n Ecks in der Ebene beziehiich curch irgend n gegebene 
Puncte gehen, so soll der Ort seiner Ecken, ein/ein genommen, gefunden 
werden^). — Giebt es unter den verschied^^nen /? Ecken, im Allgemeinec, 
ein solches, welches die Eigenschaft hat, dafe, wenn man in don goge- 
boueu /2puncten auf seine Seiten Lotho err-'chtet,^ dit:.se einander in ir- 
gend einem und demselben Puncte trelFen? 

Dip nämh'chen Fragen' finden statt, wenn die Seiten des /zEck«. 
Ti^i^tail gleich zu sein, irgend ein gegebenes Verh'illnifs zu einander, habec 
sol.^iMi, z. B. sich verhalten sollen, wie irgend n (»egehone Grofsrn. 

'13. Wenn die Ecken eines a) gleichseitii>en , oder ß) gleichwink- 
ligen ebenen /zEcks nach der Reihe in irgead n festen unbegrenzten Ge-^ 
raden liegen: weiche Curven umhUllen dann seino Seiten, einzeln genom« 
mcu, in dem einen (a) und andern (ß) Falle? 

14. Läfst man, bei einem gegebet;en Kreise ADBE (Fig. 10.)., 
einen^ Bogen AB^ von dessen Endpuncten der eine A fest ist, von Nuiä 
an stetig wachsen, so beschreibt sein Schwerpunct C irgend eine krummo 
lAmQ. ACM. Welche Eigenschaft hat diese barycontrische Linie ? — Es ißt 
leicht zu sehen, dals dieselbe so oft durch den Mittelpunct il/.des Kre^ 
ses geht, als der bewegliche Endpunct B des Bogens seine Peripherie: 
durchläuft, oder zu dem festen Endpuncte A zurückkehrt,, dafs sie da- 
selbst (in M) den festen Durchmesser -^^/ß .eLon so- oft berührt, um* 
daüs sie aufserdem bei jedem spätem Umlauir^ des Punctes D eiue SchU^if*. 
beschreibt, die sich immer mehr zusammeuzieltt, so dafs jed(5 Schleife dio 
darauf folgende einschliefst. Ferner bemerkt liuai leicht dio Eigenschaf, 
dals jede Tangente DC der barycentrischeu Ciirve durch den bewegli«Hie» 
Endpunct B des jedesmaligen Bogens AB g^^ht, welcher den Berührungs-* 
punct C der Tangente zum Schwerpunct hat. 

Dieselbe Frage ist allgemein zu stelkn, wo^ Rtatt des Kreises, ir« 
gend eine Curve gegeben ist. 

Auch kann die Frage umgekehrt werden, d. h. es Lann zu einer gege- 
benen barjcentriscben Curve die ihr zugehörige Curve gesucht werden. Wenr 
z. B. die barycentrische Curve ein- Kreis ists ^velches ist dann die zugehörige: 
Curve ? Oder wenn ferner die Tangente JB C zum Bogen AC ein constantes Ver^ 
hSltnils haben soll, etwa wie2:3, welches ist alsdann die gegebene Curve ^I>i3£' 

*) Die Groüie der Seiten des iq Rede steliendeu n Ecks ist natürlicherweise 
^llkiurlich; eben so braucht es nicht conyex zu jke.'n, soniern et ist iui allgeroeicster 
8inno zu nehmen« 
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15« Es finden {ibnliche Fragen rtatt, trie bei Jer vorigen Aufgabe 
(14») 9 wenn man den l^cbwerpunct des Segmenfjea (anstatt des Bogeäa) 
JDB berUcksioRtigt ; wobei nemiich ebenfalls der Punot ,// fest blc^t und 
der andere B sich in der gf'gebenen Curre fortbewegt« — * Ferner finden 
gleiche Fragen in Rücksicht auf den Sc;^ werpunct eines vernndediolien 
Sectcrs JMB statt, wenn nämlich M irgend ein fester Pol (nicht nofjh« 
wendig der Mittelpnnct der gegebenen Curre, welohe beliebig ist)^ und 
wenn der eine Schenkel MJ des Sectors foi^t ist, dagegen der andere MB 
sich um den Pol M dreht ^). Übrigens loTst sich dss fegfinwartige AiiC- 
gabo auf die vorige (14.) zurückführeo, «der sie föllf i^ Grunde ganz mit 
uur zusammen« 

Es darf wohl kaum erwähnt werden, dafs ahnliche Fragen über krum« 
me Flächen, so wie über Linien von doppelter KrSmmung aufzustellen sind. 

* 16« In der Elementargeometrie wird gelehrt, unter welchen Be- 
dingungen ein /zEck in der Ebene besttount sei, welche und wie viele 
von seinen Elementen , Seiten und Winkel , gegeben sein müssen ,. damit 
die übrigen dadurch bestimmt sind« 

^ käme nun darauf an, xu untersuchen, unter welchen Bedin« 
gungen ein schiefes /zEck im Räume bestimmt sei, d» b«, welche' und wie 
viele von seinen 3 /z Elementen oder Stücken (nämlich /2 Seiten, AI Win« 
kel und n Flüchen wii>kel) gegeben sein müssen, damit alle fehlenden da- 
durch bestimmt sind. — Wenu z. B. im Allgemeinen nur 6 Stücke fehlen 
dürfen, so wHr^J') foI^'/?n, dafs ein schiefes /zEck nur bis zum 6 Ecke durch 
blofs zwei Arten von Elementen, z.B. blols durch Seiten uüd Win« 
kel, bestimmt ist, und dafs dagegf^n zur Bestimmung der folgenden scbie« 
fen Vielecke, vom 7 Eck an, nothwendig dreierlei Elemente erforclerlicw 
sind. Durch nur zWf}iiTlei Elemente, etwa durch Seiteb und Winkel, 
ist unter andern z* B* das schiefe Viereck bestimmt, wenn die vier Sei« 
ten und zwei an einer Seite Hegenden Winkel gegeben sind; das schiefe 
Fünfeck, wenn alle 5 Seiten und 4 Winkel, und das schiefe Sechseclc^ 
wenn alle Seiten luid alle Winkel gegeben sind. 

Das Wort ,; bestimmt" ist hier in der allgemeinern Bedeutung 
zu nehmen, ilzXn nemiich nicht unendlich viele, sondern nur irgend einu 
bestimmte XzxX \o\i vvr.scliie<lenen Vielecken mit den gegebenen Elemen« 
ten m*5glich s?nd. in den Fällen, wo mifehr als 6in\%leck möglich ist, 
tniu^sefi alsdann, v.ni «^uf die Congruenz z^ei^r, aus den nlimJichen: gege- 
benen Sti?cken, «e-iÜJet'^n Vielecke zu schliefsen, noch andi^re'Kebenbedin^* 
a^i«ge" b:nzugefü^»T worJenp eben so wio bei einigen Iß'allen derCongrnens 
ebener Vielecke. 



*^j T.o \y- i'^i-ht vä «r- ?n. Aryh der bew.eglifi?e Schenkel MB des Sectors (oder 
im er5*.';n VAU die Sr.?i^c. ^ib 6o^ Seginenls) von derjenigen T'ingeuts, welche 
Äo lir^r* onUi.-iisc- r»i»^^t ;:. den* Srirv^rjunct «leji iedesmali^en »StK- ow berührt, in 
€jn«ni vCLwIariMii \¥:ntu.i.\,.\.^ tr?o«;;n>;ii('u wini, ^i\h uefrilich deip (Jem fest<3n Putict«! 
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IL 

Nova curvas investigandi methodus. 

(Atict. Dn A. Tellkampfj prof. in Gymn. Hammonensi.) 



v/ogitanti mihi de difßcultate curvas rectificandi, saepissime si metbodos usi- 
tatas adbibere velimus haud superanda, forte sub oculos cecidit Leibnitzii ad 
snmmnm Newtonum epistola (in Newton! Opusculis T. I. pag. 414) ubi ilL 
vir non parvi momenti esse pronuntiat: ^tum ut problemata, quae ex data 
tangentium proprietate quaerunt lineas, ad quadraturas, tum ut quadraturae 
ipsae ad curvarum rectificationes reducantur/^ Hujusmodi sententia, iis quae 
jam dodum animo volveram mire favens, viam, quam parva quidem perficiendi 
ape iDgressus eram, non derelinquere sed diligentius persequi me commovit. 
Quantumvis quae assecutus sum a desiderandis absint, nibilominus operae pretium 
mihi videbatur, curvas investigandi melbodum a me tentatam quum a cognitis 
penitos discrepet, public! juris facere, ut alii quid de illa expectandum diju- 
dicent, ac si veUnt quae imperfecta reliqui ita promoveant, ut scientiae commodum 
affere queant. 

1. 
Si triangulorum seriem ita comparatam ponimus, ut bini termini vicini 
progressionis 

a, a-\'pk, a-\'2pk, a'\-Spk, .... a-\^npk, 
xäAp Sit unitate minor, simul cum numero k designent latera, figura FABCD.... 
(Tab. IL Fig. 1.) ad modum areae spiraHs a vertice triangulorum communi F 
proficiscens ex Ulis potest formari. Tum quaelibet recta a vertice ad lineae 
compositae ^\inc\9iÄ,B,Cy D, .... ducta, hujus lineae vocetur radius vector; 
ipiem si. litlera x designas, generaliter erit ^ £= a -f- n/?A:^ ubi per hypothesin /f 
namemm <I 1 denotat. Jam si lineam ABCD .... per singulos gradus := k 
paoUatim crescentem eamque ob causam disconlinue variabilem respicimus, longi- 
tudine indeterminala nk signo v denotata, aequatio 

pro quolibet puncto ad angulos A, B, C, D, .... lineae compositae inter ejus 
longiWdinem {v) ab oHgine A compütatam et radium vectorem (js) praebet 
relationem analyticam. Quum vero nihil impediat, quominus incrementum con- 
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f 

stans k omni quantitate data minus statuamus, aequationem modo pro linea 
composita deductam et ad curvam, ut^ Ulius limitem referri posse in aperto 
est. Hoc modo functionem, quam supra, ut de simplicissima proficisceremur 
notione, finxinitts ^cotUitiitf am i. e. aingttHs taatum BtiMe "puiiölis öonvenientem, 
in continuäm transire videmus^ pro quovis valore arcus v radium vectorum z 
exhibentem. Qnae si ita considerantur longitndo yariabilis v pro abscissa, 
quae vero ab illa pendet, recta z, pro buryae applicata sumenda est. Him 
prodit methodum, dd quam accessurus sum, ab usitata cürvas spifäles traiAamdl 
ratione in eo discrepare, ut anguli loco eligatur fpse arcns a radii vöctoris 
directione primaria et altera qoadam inclusus. 

2. 

Neminem fugiet, et de innumeris aliis formis analyticis pronuntiari^ posse 
quod dixi de relatione z = a-\-pv, ob deductionis simplicitatem aptissunnm 
prae ceteris exemplum electa. Quum vero ea tantum conditione curva eX 
aequatione generali z=ia'\-q)(v) prodire queat, ut radius yeclör augmenlQ 
adfectus, i. e. 2r-fA^> minor sit summa Z'\-av, seu quod inde Sequilar 
Az<ZAt^, criterium indagahdum est, cujus ope discemere possimus, an 
data inter e et r relatio revera curvae alicui respoAdeat, necne. Quod noKo 
negotio e figurae2. contemplatione hauries, ubi AM=:v, ilfiV=Ar, FM=^z, 
RN=AZf facile enim, si e puncto M perpendicularem ilfP in rectam JPiV 
simulque MT ad curyam AM tangentem agas, tum vero arcus augmentum 
arbitrarium At? continue descrescens ponas, palet ad unitatem confluere rationes : 

1) tdiordae et arcus MNf 

2) Mgaloruffl tum MTF et.MNF^ tum MTF et JSMF, nee non fHtfd 
imde Mquitur angulorom JSMF et MNFf 

B) teclae perpendicuiaris MP et oireuli, radio FM ^escripti^ artisis Jtf& 
RadH iiütem vectoria incrementum qumn pfrö quaübet fiinctioBe Zi^a-\-^^) 
äd Ib^örema T^loiiänlum exprimatur serie: " 

Aar = -^— *AP-4--g-g-'-r-s--t-:ö-T' ^ o A + etc« 
ov ' öy* 1.3 * ov* 1.8.3 * 

A2 

incremen torum ratio -7—9 pro valoribus. infinite decrescentibus av^ magis 

..>... ^ •. . dz 

mt^sque appropinquet neoesse «st ad fiuioiioiMin derivfitam -^~ . Qua^ ^eam 

ob causam illius rationis Hmitem praebehs, mtionetii suppieditat rectartitn JMP 
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et NM, radii et curyae increitientis ^z et ai? pfi^ita^ Qppfjppinqq^Btium. 
Hinc seqnitur, si ad limites procedas, ut aequatio 



NP 



cos MIMP in alteram 



Bz 



cos fl 



■> ) 



transeät, dum angulüm jSilfF^ qni brevitatis gratia yocetur ttangentialis, litera^ 
däs^itiari vetid. 

■ ' In iiliverdußi itaque pro criterio desfderata condititonem reperimus: 

fuDctionem caiculi differÖDtialis ope derivatam; (-^Y ^^ thinorem fieri 

eaniqae saltem. non excedere. T^on est, quod pbservem, illias functionis valo- 



f » LV « » 



) ' :j 



rem negativota designare angalum tangentiaTem recio majorem. 



3. 



'I' 



Criterium, quo cognoscimu», utrmn inter variabiles z et v data aequatio 
revera cnrvae co&yeqiak necoe^ a^tifisiomm ^o^nl pitiebet a ^us^ 

modi aequationes inveniantitiSü Nfun sL functimiem ^^fdiqnam 9)' («) ita fingis, 

minor, eam ponere 



Qt pia» quovis qautitatis vartahiUä n valor« ttqitata 
licet =» 4^ , m&6 pri^d^ 



dv 



[ir: . 



ö« =Ä?:V(P)^* 






et hinc aequatio curvae desid^ra^a 



»wt« 



.Olip^r . 



fo{v)^ — CQJ^%+iffiV)* 



Quui^ e. g. . , t sii <^i pi'o cpöHbel valo^e numeri r^ integre vel 
fracto, ppsitiYO vel negjQtiyo^ e^ fie^atione 

dz \ 1 

du * 



' * t • 



-\» . 



■? \> i-~ 



» i. 



1+"» 



r^ -- 



per integrationem sequitur altera ad curvam referenda: 



^>? 



al fitera a denotat pro^ ^^0 radii ^fiectoris raloratnw i 
'^^ Aaaamta i^nilale iproilaaetrimiis niitnef«toref>e iormnla 



sequitur 



dv 



' I 



' r 



1+»» 



ilMl j," 



( 1 



•«+«roi(*ii»g)W5i»). 



NoB minb botttiidpnijcomtaei&ii^ttfi^ slatl^äbtt'aeqaM 



,8* 



■ "Y(I-FW-' -^ 
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qaae integrando praebet kanc: 

III. ar=ylj^ = «+log(r+y(l+r»)). 

Quibus exemplis e criterio -^t-<C1 aeqnationes idoiieas dedocendi alia 

addere, nullius quidem negotii sed super yacaneum foret. Haue ob caiuam 
quae adbuc additurus sum ea potius conditione eligam, ut datae lineae con- 
yeniant, quo manifestum fiat, curyarum aequationes inter arcum et radium yecto- 
rem non minus deduci posse, dum a notionibus mere geometricis proficisoaris. 
Sit itaque prae ceteris circul^s, cujus inquiratur aequatio. Tum qaia 

ftngulas tangentialis abiqae est rectas, prodit -^=:cosa = 0, et 

IV. « = a, 

qua quidem aequationis forma simplicior nulla excogitari potest. Revera aliud 
nihil est, quam defimt^onis circuli formula analytica.* ' - • > ..i; . . !...f 
r Alterum jMraebeat exemplum quam Cartesius Ua finxit , ut aRgokis 
tangentialis esset constans, nomine spiralis logarithodicae noti^ima öurya. E 

data conditione -^cosa = /f ilUus profluit aequatio 

V. z = a'\-p.v I ' 

jam supra (§. 1.) alio modo dedücta. Pro yalöfum, quos factor p indnere 
potest, limitibus et 1 fo^muIa man^ifes^p ^xhibet illam circuli (z ^ ä) et 
lineae rectae centrum simul et datam originem transeuntis (2: = ii4-r)» 

Ut autem pro quoyis situ rectae AM (Fig. 3*} ejus aequatio iiive- 
niatur, ponas AF=a, FM=:tZf AM=^v, AS =a. cos t^AM=a.m. 

Tun* erit » n^ 

VI. z = }/{ä'-\'V''—2amv) 

quae simplicior fit formula sr = ^(ii^ -j- tr') origine posita in puncto S, ita ut 
FS = a, SM=zn. Rectae autem aequatio particularis^ z=:ä'{-v, quam 
supra e spiralis logarithmicae aequatione < profluere } yidiDiis, e formula pro*- 

posita non minus sequitur, assumto yalore m;=cosl80^ = — 1. 

' • '. ■ ■ ' 

4. •■' H' 

Qae proximö indage»^ 'fonnulae pfo curyae tangentibus, subtangen-* 
tibus nee non ar^ea^v e fig]i|i|ri^. .con^e^p!9%^^ ^rpAuunt^^ Quum enim 

(in Fig. 2.) ilfÄ==icos/e*/ JPÄ = a:sin/*^ JiiFQ = 90^^ et areae AFM 
incrementum MFN siye a Z ===: '^JffüS. FS, sequilur : 
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dz 


: «• 


dv 
dz' 


5. 


z 



3. i»<?=..|f, 4. *'e=.i/[(|f)--i], 

Ne exempla omnino deficiant, simplices illas quae sapra prodiere cir- 
culi, logarithmicae et lineae rectae aequationes his formolis subjiciam. 

Quam circuli radius constans z = aj et itaque -^— = 0, sequitur esse 

!• ilfS==0, 2. FS = a, 3. MQz=a.i, 4. FQ=a.^, 

omissa constanti; quibns fonnulis notissimae circuli proprietates exprin^untur, 
quam tangens et subtangens definitae longitudinis pro illo non existant. 

Ex aequatione pro curva logarithiDica, 2: = ii-f;e»t7^ prodeünt valores 
1. MS = p, 2. FS={a-{-pv)}f{l—p''), 

3. MQ^^±^ 4. FQ = ^^±^}f(i-p'), 

>. 

5. Z = l/(a+pr)ar|/(l->*) = (f + e|l)y(l-^'), " 

cui constantem addere baud opus est, dum curvam a puncto A oriundam ponas. 
Formulae (3.) et (4.) ostendunt, tangentem et subtangentem cum curyae radio 
vectore (a'\'pv) uniformiter crescere. 

Sit deniqüe lineae rectae aequatio generalis supra deducta 

ar = ^(c^'{'ti^ — 2amv)^ 
cni aptetur formula (5.)9 et erit: 

i. e. areae trianguK AFM Valbr iAM FS (tig.30. 

Si formularum antecedentium quintam speciatim consideras', primo ad- 
spectu manifestum est, integrandi difßcultatem , quae in curväe quidem recti- 
ficatione ad methodum bic propositam plane evitatur, in illius quadratura plerum- 
que esse occursuram, ita at vix sperare liceat, aditum ad ctirvartiili inquisitionetii 
hoc modo faciliorem redditum iri. Nibilominus viani quam inivi ulterius perse- 
quendi periculum facere juvabit, quum ad alids fortasse curvarum proprietates 



t 
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ducat, etsi fornmhi difffrentialis quadratorae rarius simplicitate ad integrationem 
optanda gaudeat. 

5. 

Priusquam curyaram aggredlor theoriam universalem, superest ut pro- 
ferttn neeessaria quaedam de diverM radii viectoris oonditione aiutato arca v, 
prout pecuUariB postuIat aequatiooiB %tszxa^(p{v) forma. Quem «4 finem prae 
ceteris animadvertendum est Signum positivum vel negativum yariabili v numeri 
Substitut!, quo arcus a data curvae origine directio ad unam alteramve partem 
denotatur. Figuram ab utraque parte radii rectoris FÄ prorsus eandem, 
itaque ipsam curvam symmetricam fieri necesse est, quum g)(v) arcus po- 
testates tantummodo numeri paris contineat, ut e. g. in 

ar = y(a'-|-r^)^ a^ = Ä+iy(ii*+t?*), etc. 

Contra autem figuram prpdituram esse uon^^mmetricam facile patek, quum 
fiinctioni (p{v) attribuas arcus potestates numeri imparis, ut in aequationibus 

z = a-^-pv; z = a-f arc(tang= t?); ar =^ a-f logr+yCl+t^)« 

Hie enim pro arcus yaloribus negativis radium vectorem deminui in aperto 
est, ita ut radii ex altera parte originis coutinuo creacant ex altera autem 
magis magisque contrabentur , quod uniyersim illis proprium est curyis, quae 
spirales vocari solent. 

Omnia quae supra proposui exempla id quidem habent commune, v^ si 
arcui incrementum attribuas, radius vector simul cum ipso crescat. Sed ne 
cui obiter intuenti lineae per aequationem generalem z^=^a'\'€p{v) designatae 

et criterio -^r- <Il obnoxiae necessario buie proprietati sultjectee TideMtiir, 



dv 

respiciat ad liueaö rectae et drculi aequationes (§.3.). Nidliw autem ne- 
gotii est, summam talium functionum obtinere varietatem, quales pro arenbus 
augescentibus radios modo cr e ac e nt e s modo decreseeites effieiant, dummodo 
functionibus trigonometricis utami^r. Sit e. g. dum ji denotet nuiaenuD,. alti^Qi a 
non e^cedentem: 

adjeqta const^nti Ä pr4)deunt formujae 



. 1 
I. «^ = *— ^•cos(— ), IL z = Ä+;^.sin(— ) 
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Aliae huiusmodi functiones sant: 

III. ^ = p[sin(-^)+cos(^)], IV. «^ = p[ßin(^)-cos(^)], 

unde quae criterio salisfaciunt d^rivatae : 

In frojusmodi fonnuIiS) si arcus v respicitnr in infinilum crescens, radius rdctor z 

manifesto. modo minoitur, modo angetar proot v per multipla numeri -^ tfansit. 

Pecaliarf observatione ^na est f6rma »=^ö+y[y(^)]9 Vnrai oll rtdicts 
quadratae ambiguitatem duos praebeat valores radii vect^^ri^ pro prcu r^ pam** 
qua ob causam doo contra ad modam ellipsis et hyperbolae. Sit itaque pro 
datae icarvae AJUL{ß\g. 3.) puncto ^uodam JA yaior ^\i:p{p"j\=L±hy et perinde 
z=:a'{^b, z'=a — b, utrumque centrum reperias describendo circulum radio a 
ex origine ^^ alios vero circulos radiis (a-fi) et {a — b) e puncto Jtf. Per- 
spicuum est, originis A loco quodyis aliud curvae punctum M' eligi posse, 
cui si respondent valores ^[(p(vJ]^x=±V, circuli circa M' radiis (a-f*') et 
{a — b') describantur. Hujusmodi curvae exemplum pruebeat aequatio: 

cnius derivata 

dz V 



dv •(1+v*) 



1. 



6. 

Ad modum formulas z=:a'\-^(v) geometrice interpretandi hip pro- 
positum non minus quam tum, quum aequationes inter duas variabiies ad abscissas 
rectas et sub quodam angulo ipsis ordinatim applicatas referuntuf) saepius cur- 
vas ad unam vel alteram partem limitatas reperimus. Nam si provecta sub- 
stitntione seriei numerorum signo positivo vel negativo adfectorum, ad terminum 
accedimus quo excesso radii vectoiis evadit valor imagfinarius, curva limitmi 
a calculo designatum, i. e. punctum quoddam, transgredi nequit. Cujus generis 
formulas esse facile agnoscius hasce: 

Hie arcus valores pogitivi tantum jaec minores quidem numero ik admittuntur, 
quum g~ = y(4~)<Cl ßat ^ecesse est; valpres autem ^A: superiqites in ia- 
finitum ponere licet, unde concludas, radii vectoris minimum esse aadH|-^, 
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maximum autem nullum existere. Simili modo formula 

II. z = a-]-logv, 
qua deriyatur ^ = — ipsam unitatem arcuam habet Hmitem, nee nnmeros 



positivos <Cl nee negatives ullos signo v substitui permittit. Dia eontjra 

m. z = a+i?+i/(l— r'), 
cai primo adspectu omnes valores positiv! r<Il videntur satisfacerc;) bi^bq- 

dz 

rum positivuni nnllum et negatives solum inter et — -1 admittit, qaom g- 

==:1~ , .^ , unitate necessario miijior sjt. I^ari modo arcqnm limitem uni- 
tatem praebet aequatio 

IV. % = e^+V 

cujus derivata ^ = e^+'' criterio satisfacere .nequit nisi valores negativ! el 

majores quidem numero 1 pro quantitate r assumuntur. 
Finem faciant exempla 

V. z = Ä-f arc^sin = — ) 

VI. z = Ä-f arc(cos = — ) 

e quibus derivatur functio communis 

öx _ 1 

dv ~ — •[(«*— v*)] 

unde conditio prodit arcum v esse <Za, respectu non habito signorum. 

Si quae de curvae angulo tangentiali, de radii vectoris mutatione et 
deniique de limitibus praemiss^a sunt, coUigere velis, band difficile erit, curvas 
ipsas secundum aequationes ideoneas oculis proponere. Quod si feceris, in- 
venies e. g. pro: 

1. Ä: = a+log|^[(l+f?^J, unde |i = ^^-^ 

eurvam symmetricam infinttam ad modum parabolae 

2. « = l + apc(tang = »), unde •^=jj^, 

coryam spiralem infinitam, inclosam in circolo radii s=l-farc 909 = !-{-—• 

■""■" ^3:- *='2ä.9in©, nnde g = co8(0 

. circultim, etju^'^ radii vebtores höri a centrö sed ab origine A in peripheria 
profiGiscuntur. . ti . ^ j » j 
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Antecedentibus alliis j^dhuc a^^df^r^ exemjpla SQp!^^ypc9neaiD ^to, quain 
e praemissis formarum aequationis generalis i^ = a-f 9 (r) varietas satis elti- 
ceat. Aliud autem nihil' mea interfoit quam lUafli ostetadere varietatem, prius- 
qaam Iheoriam aniversalem curvarnm notionibus sapra (§. 1., 2.) prolatis 
anperstruere susciperem ^ nie aliis materiam 9teritem ' träctare viclerer. Jam ad 
theoriam illam', quam brevissiine fieri possit, promoVeiidäin revertor'ad seriem 

•"' ' ';- , ö« .',» d»« *»■, ■8*^-'"i' ■-'.■■■''■■'' '••■ ■"• 



; • . i 



vHn A^ denbMt rMlii' veotoris «f •QgiDeiit1Mi''A«|, A')V«r»:arc«i^!inor«inentoiii a», 
pr&4Wf»:fiwdun4A'CJ^ig,2l.) c«ijus . foroia qniv:^^!»?. Bonatur «,= <i-f 9>(p). 

Tum si aliam fingis curvam A'N' .com priori ex eodem ceptro de- 
scripUfin , cujus originem A mdetermmatum relinquas , eam sub forma 
z' :=^ a''\- (p' {v') comprehendere , radii augmentum auteni 'äd <k)iistäntiem k 
r^elatum per seriem 

«fjcpi^mere HcM. ^ Vj2^ öpO£( est,''ähimadVetrtäre,''p^^ qdatfs Unearam inier- 
iectioniEi esse ^=3b= V^ ieiii^Iös ektiliä tan^önttalös ad [^nnctnin fnterseetiokiis 

delehninap op» funclIonBuijj^ «H ^, qflpp^JlQj^iip desigpan^ cosipos (§. 1.). 

Eine- seqpitar^ eodem pro /ütraqae wrvaaafrio taagwitiali tiibatQ: valore, 

. '■'- i , t.l " "' '' . **'. ■•■.■*'' . ■; ' ;'■,., illi.,.lJ! :' '. '-iV- .!;)(^ .-. !;.'•■■ :,;. 

, . , 4ii<*»f fstfingeitiajlft. fiK «wnstans pppilac^jflMvaa aflfliwiio, Jüt ipa, fpiraljs 
logarithmioae (lasuYO^jHi. , ; ^ ^ .' ;l ...M 

L ar = a-f/^t^^ unde -^=p, et A = pk, 

ita nt functiones derivatae aKiores ömnes "ivanescanl. Formnla igitur z = 
.fl4-;>r^i.^uaeMel ri!rij|ja})iyiimi iwteftlt^ resfiitiifBW piiffli r Wt ffra^P?!» ob sim- 
fdioiti^m saiMtteiOtmyeit^^^ liQ^ae reqtae fpr^a ana- 

lytica, dum ad methodum consuetam curvas indagamns, taiiquain nornia se 
commendat. Facile enim cognosei poteat, utrpm data quaedam cnrva 

IL ^=a'+y'(rO 
ex utraque parte cujusdani puncli !M raiagis minuaye cürvatii sit, quam spi- 
raliä logafilhttlci, 6ui cenlruiri /^ W angnliis tadgentfalis jti a* panJDtnm da- 4P 
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tum cum illa sint communes. Nam si in formulis I. et IL sumis z = z' et 
^ =L=^^, nt curvamm poslalat tactio, radiorum incrementa subtrahendo prodit: 

Quam vero nihil impediat, quominus arcus augmentam k qaalibet qnan- 
titate minus ponatur, differentiae infinite decrescentis {hl — K) Signum + a sola 

functione derivata -^j^ pendere in aperto est; quae si posttiva pro data va- 

lore v*=^b evadit, cui^vam spirali logarithmicae ad punctum M externam, 
sin autem ii#^ajfttMi> : caryMi illi tii/tfriiiMi indicat. Valor 4enique aingulmris 

— _ = curvafuram in puncto M eandem esse, ae spiralis iö^rRhlMicae ^ 

centro F descriptae et punctum illud sab angulo ^u^ cujus cosinos :=:^z=f, 
transeuütis pronuntiat. 

Hujusmodi autem comparatio, quae prorsus in incerto relinquit, utram 
curva ad spiraleni logarithmicam fictitiam externa versus centmm sit concata 
an convexßi quum ad lineae d^tae oursum dijudicandum purum prodesse, gfieiit, 
^ 4isquisffiqQis yia aperien4a est. quae curvaturam ad quodvis punctuio M 
tuto dignoscere doceat« Quem ad finem radium vectorem FM=z (Fig. 4.) 
ita prövectum fingas' ut arcu^ ^cr^^ üfZV fiat ±==,k',FN'==Z'\-k,BA^ 

gtäm MB^N'^^ip, «ogiili tamgmlialis ad M et 'N=z/j. et v, deniqiie angdos 
a tangentibus inclusus =k ponantur. Tum perspicuum est, caryatojram ad 
punctum M pendere ab anguli l relatione ad constantem MN=zk, quacum 
augiDttir tel mitraitif J Est atftein^ quum linefiinXjK^et FJV paraB^Ai duxeris, 
angulus fi = MKL'\'KLM=^tp']'(y — k)^ unde prodit i = i^-f (yi^^) 
et itaque 



Trian^idornm nuae respici^ns FJUN regefriti Proportionen BinV';JCiV 
==: sin Fl^iFN, qnae si arous üKMmantnm üfiV ponia infiifle decreiieeiif, 
tendit at dteraftt ' ^ 

QV Z 

Oiffer;entiae autem (y—/i) sive a/^ relatio ad arcum k decrescentem 
ataiul tendit ad alteram ^, ci^as yalorem obtinemas functionis |^ = co9/a 



H. A. TtUkmmpf, novo eurem* inveHtgmkäi melhodus. 
differenlatioB« itentta. Prodit nrim ex aeqnetiooe diffarenUblf 





= 


-'i-'-l^. 


^, 


=7p, 




1 



in (10t illa ad limites reducta fit ' ' l. •./ 
-5# -^»-^ ^ü!-^.^_ __ _- ^ 

vel ."''__ ._;, .. „.,., 

qua carTatDram ad {tonctam ilf ope ^DDclionia « ejosqne ' deWnlafam -^^ 
^.expressam TtdoM». Qomifi ad •eitnin'\F est'iM)nRirai:'Sisiio^faocljwiis 
^o^JAito, 9iD T^o csRcfttrn, -BlgDo Htfya/iiN» ddsignator, ut ^aram-iotatoli 
perspicnuu erit, qaam iAagmÜim~XL'^' ti'reiXM'idM^^p^lfM' oAMnüss di- 
mAsoky »aguhm i. aigm oootrariOiAdfetrtnil.igisogv^iiiqpQftMUi^^lflrfiV liqnet 
in fonnala (5.) a solo i)oiner«Utf*:^ndflM /lüfniiiaiid;:* q««» fflotor^^'^ifM 
sia^ alinni quam positiTam nequeunt iodnere valorem. Haue aiiteni ob causam 
saepias commodior habenditt est formnla (4.)« cajnä tenblnus prior ad cnrva- 
Utnta ^jadicandam onUios nt moBeiti|' BiiftfleifMiHvaariamdi^aigm» lenaiw 
posterioriSf'ti.e. fanotionis' . ;m ■ :;ioij.:ii:! .\- < v.w ,. •■iijui'-j: ^;iii^.:-> :.i,. ;. 

e»\ B*z 



wm\ 



»^ 



licet feilenääm sil, Iheoriam supi;a expösiftm pro'currflWrfW tirt/Öft 
digDOSceada ea^ qua noiissima gaudet, egere simplicilate, quam solntn functioni^ 
derivatae «-^ngimni ad flexionem indicaDdum bic non sufficiat in eo lameti 
illam anteceltit, at slmol cnra cniratnrat mmfa.ejw mmmram aponte praebeat. 
Aclis enim normalibas SiC, XC cnrVM sectoreib JXK^N velnt eircuU, radio 
CM descripti, elementnm respicere liertfii^ii fMr.«»ft>iBMt«i dof^-^c«^ 
circnlns fit oscnlalor, quo nollos alias ad ptmetnni M carrae magis adpro- 
pinqaare potest. Radlam it«qne eniTatarae <as r iDvenies ex aeqnatione 

14» 



104 II« Ai TellkuMpfß nova curvas invesUgä^ü ineihoduiL 

MN:smMC]S=iCN2s\\i^MJ)l, ''qnae^ 8i «rite ad; Kfiite».proG«di6, transitin 
simpliciorem 



cui pro aogulo centri y aeqaaletn Jl subsütiiere licet. Inversam aulem valorem 
g^ joai supra f(ju^ Iprrpp4. ^5; $.&) de^ui; p.i;odit^ U^^ cur- 

vatarae haec: ; f ♦ r; '. !* 

V er eor ne^ "jiaedeal lectorem , qaod iteram obser vo' ; 

1 ) Signum + { radii ' curVatarae dumtaxat a denominatore functionis (6.) 
proficisoi«, qnia nupierator e factpribus necessario positivis conslat; 

2) radii Signum pbsittvam curvae versus F concavitatem ; contra 

9)^'ejds 6igttom negativilm ciU'vaaicoBvliKifateB d^^^ 

«4) cnrvatnriini nuUan»; cocistpr^^ ■ si denoipinator fii s^ 0^ -ipua ; tam M^folna 

i?» ;Jb.i^!0v<9¥>d.(^e|iv«egnUvni9Uinta^.4 

^ ^ Präbmissa «t ^ paoeis» eoceniplis iUnskrentiirv ^ iterow jaeqiiatkMiea admodom 
sitnpUäfeä-^fj^aiti >e(^ suimrioift 9td)j1e{ata 

, I. Ä: = a, unde ^3-:p=0, et r = 4Tö 

^[bod' indicM; cui^vataraMi radn^ [urb quöttbet curyae puncto esse constentevi, 
ut soll circnio consentaneum est. Enndem radir r i^kireroreperies ex altera 

illa, quae circulo convenit, aequationer^s^ia.sin^^) (§-6., 3.). 

n. z = a+pv, nnde q^^P; äü^ = 0; et r = + j^^j-p.^, 

WqÄsfl8tS«»4it» ^»BtfpiraK lo^aiithmica c!u res^pndet data aeqaatiq, radios cur- 
l^«fi,e Mlfprpi^r, cres^f-eji^n^ w^^^^^ , , . . ,,,. 

. .iii::. .,111.; w«,;üsc, y;(Ä'-|-V-n.;^«.ftr)»,, iuide.';z>r *bi ^^~? i ,:. ot'. .^ .:•,; 



' . '. i •' > 



^ == t^aT"» 8*ve 3- = 0, 
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Superest, ut paacis exponam, quomodo, deriyare qa^arnjus loquin g^o^ 
metricnm a radii carvatarae centrot > descriptum sive dalae corvae AM evo- 
tuUun DB (Fig. 5.), coi idem ac alteri sit ceDtram F. Quem ad fioeni. agas 
rectam FB = u ad quodvis evoIulaQ puÄctam jB^ quae ejos fit radios vector, 
Mnioque B3t^r ewn tangenfem*^ Hdeniqüe ttadibni vectofrem jPilf=^sr; '^t 
spootia^ e JElgira F^fiaere videbia aeqaatio«^ > , 

7. u =^ y(f^-\'Z^ — 2rzsinfi) 
ubi evolventis AM radius vector t, q| evolutae postuIat definilio, aequiparat 
huius avcnm BD =^t, addita unlveraiip^ ^listanti J9J| = 6. Haec ut in quo vis 
casdi peooiiaH dekerarineturi) tan ton ; '>opttd> est^; radii r :4uaerer(D valorempre 
corvae AM origine Ap L'e. pto utcUiVi^^O (quocun 4;=^Q}^>unAe z eineqae 
derivatae evadut! humeri; deteroEunäti: idaoque r =; d« Quibus valoribus rab« 
sHtnlb in fonb. (7.) eTohitae pb)dii radiu» Metfor eius origini twpmAi^TLS FD, 
qwm UttJBrft 0it dtnoteimia* ! Ho^/itvodavobiversim «^abemüs trianguldm AFD^ 
cnius latera z=a,h,c data respkiendi^ audt ope! fofictidnis %^hss a-\^ip{ti).^ 
Formula (7.) i^utetn praebet aequationem: vi 

1) inter evolutae radinm vectorem fis=:JP!B et ^volventis arcum AM, dum 

I 'UV. ^ - ■ J ■ . • • • . . ' - '.♦II •' j ' 

pro z, sin ^ et r substituas eorttm valores in functione variabilis v; 

2) inter u tv z;,^i curvae AM aequafio i2r = a-}-9(ff) derivatas ^, ^ 

et inde radiitei f secundom^ fprm. (6.) in., variabitislisp funoipone exhiberi 
sinit. ila ut r==F(z)\ 
'3) iiitÖr ii et r,' düni iir' rbverslöüeni^^^W^ inipetrare va- 

4) inle^ eWu/ae^raäitiin' V^Ö^^ eiitequ^ arcüm '/, si in funötiön^ 

ii = y(r) litterae r" denique subs^itüis V^8. ^ ' 

Eligatur e. g. circuli simplicissima ' de^juatlo a^d ' cenlru^ )[^eiaia ^^ 

'dz 
I. z=ia, unde ^ = 0, sin^^l et r=:a, peracta substitutioae e 

titim (70' ' l^i^fKf ^ * ^t) , ^ vL öttiHMö' nimiMm condiUo ' po^tuliiit ,^ ^^1a re vera 
eiiNnifN''^vdHrta HttRi e»sfereiidtä^t^Vel'bi tmiW^V^ f^eatlrfiin cfinti^ähitttr^ Petita 
antem altera circuli aequatibta^ tid^ pttripbferiaö punctum^ji relata 

/ V \ SZ / ü \ ' • ll / ' y «^ \' i i ' i . . ' : ' i , 

IL . «==2&«8kif^xJ? '»PJo 3r==^co8(srJ% ^io.^=CoTJ et, rsrJ, 



l 

pM 'debttänr «ubpUtutraiiMi invMies 'ti=f^ft^^>;^'>qnod q^denvln' lajiäK^ est, 
qanm radius curvaturae pro originis puncto A, quocum F cofncldit^, 'iHt ipsius 
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circuli AM radius. Prodit itaqne u:=r^=b-\-t:=b, uode nniversim arcum t 
et propterea evolutam prorsns d^sse manifestfün esf. 
Pro spiralls logarithmicae aeqilatione 

m. z = a+pv, unde ^ = /^; sinAf = }^(l-/i^ ""^ "^"^^W^ 
reperies «*=:=r.|/(l— /ti^), et indo per form.i7.^u==rpr==pbr{-pL,^,f^^ 

vero pro carvae origine ejus cunratwae mdioB St <=: ■ /^ ■ j^ § ,' lieta * sibgH** 
tutione prodit 

qoae a data forma in eo tanlum diacrepfft, ot constafM « faetorrai Jiabett 
=.eot;C^. Carvae itaqne evolntam iteram spiralem iogartthmieam et ejitden 
qoidem formae, etsi positione ab altera diflbrat, evadere vidtaM»; ^ ) i.i 

Hand raro formulae seqaentes, qna^'^sf tang^tem Jl/ipii^ piMd^ 
lefeni FO agere yelia, aeqoe ac abperior (7.) e fignrae colitenipbtittBe :iaH* 
mediate prodeunt:, conmodam affere possaiit: I n* 

ucosß = r — ^.sin^; »c^fi ess tisin/?; ^ 1 » » im.u' 

sive quam cos/j = g--, velut cos^ = ^ pohere licet: ^ 

Priori formula differentiall , pröjfpere ut| poterja» ^W i^ .9^-E^^f' ^"^ 
primantur in funclione variabüis r^ ut i^ exeisyplo III.^ ubi fi^^||^^^prodiit 
ar = rY(l— ;>^), 8in^=Y(l— i?^)^ unc^cj adhiWb form, (ß.) j^petri^;»^. ,. 

udu = rör-^rjCl— /?') =? i?'r 
integrando pqjero i« = /»r, ul sopra. ^^ ; ., :., ,, i! 

pro fnndameatQ positam, fianleni praebe^ «agnfi^on^m a4 propo»imJdfppi%i)n 

quae relationem exhibet :n ., 

1} inter evolventis \Jilf radi<^ veclöreii ^^ ei^evö^ää^iS^i^^ärcnm 
( y^l pnioria, Mdinm ) eprvatnraai r^ ^dQlOi n y et maßi i riiM|»fiHaaiiffliio(ioii#q 
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2) inter rtdios vectores z el u evolatae DB et ex ipsa genitae AM, 
siqnidem aequationem formae r:^=f(u) datam ponimus. 
Fornmla (10.) tum asui easQ polest, quam curyam ex evoluta gtntiäm 
(aive evolventem) Inveetigaada pr(q;K)aitor« E data enim illhis carvae aequa- 

Hone u=^c-\-yj{r) babes cos /3 = g- '^^- ^ (r), jund# , z ;^=ij^(r)^ quae fpr- 

mala, ut r eliminetar, cum una vel altera saperiomm (6.) 9 (8.) 9 (9«) est 
conjungenda. 

Sit e,g:^^ol«aea€i^(iaf!6t'«*iä|iry on ^^eosß^p, form. (10.) 

per sobstitutionem translt in z'^=^r^{i>^p^y. Est aatöm, si in adxilium vocas 
form. (9.): 

unde ; 

|5 = p et « =Mp^ (cf- !«• §• ^0.). 

Alremin exemplum praebeat circuli aequatio IL u=c, onde ^ =cos/9=0, 

et mde secundam form. (10.) 

r -. Ä?p^^(i^4^0 sive r = v^(«^— ^). 
Qihiii Vei^ «t altera pAHe^ in triangulö WBM, ad reotangulo, habemas 
r^«tin/eij ivadit äc^quaflo 4 \ 

Haeo fofmula^ qaam minori qoidem negotio ra illa (O.) nactu» Ineri;, praebet 
intcglpale. . ^ . 

Ä s=a }/(const.+3«.r)^ 
Gonatana aotemiita determinetor 9 «t evolutae ^J9 origo D eoincidi^ cum illo 
A e¥olY0llU9 AM^ qoo siiQul fyif^ Zr^c et ^=»0. Aequatip it^ui? e drculi 
evolutione ganitae prodit 

z = ycir'+^iT»). 

''13. " '■^'*' ^ ''*■ ^'^ ' 

Antequam finem conytitoafli disqiisitiooi) de alterius spirales tractandi 

methodi in älterem traosita quae^fim addere haud in^atom putp, quamqnam 

nexum illam optabili facilitate aclmöaam carere tidemusl 

Data ieqaati<$iiP^i^a^9(r), *t aliäm dedncas formae sr=±=^(a) inter 

radjntn y^ctiiireni et wigulmn nb ipso ^eßcriptam» collocandq foi^mnlaa diffiereq^ 

tiales gftadraturäs: 



k 
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nallo aaidem negotio invenies formaläm 

uhde, Öl Jntegratio perM iiötes*, prodit;;.^ *. ^ i v 

el lum qaidem reversionis ope z = F(d). .iir>i:. i; 

Neexempla d^ficiaii^ .|Mii(nuB^. elig#^^^ l^iopUcasa^^ll^W iyad ,» . . 

I. j8r=faE2Ä«ltt(^), linde ad modaB|ld^n|.^(3^) prbdit ;• li .;! ;i i. In i 



w> » 



oa = ;r-; a =5 *• — : f^)= 2asina. 
Alterum sit IL z=pVj ande ^ = /?, et ili.. 

Tum si ad logarithmorum naluralium basin e procedis, evadit 0^ = v, el per 

debitam substitutionem notissima logaritbinicae fpirajis. aequatio z=^p€f'. 

.: Simili modo, dum: ab^^ aeqpalioq^ jaleri r^diufn i^y^clpr^gi ^^ ,angii^m 
z ^= F(a) proficisci velimus, ut aliaia nanciscaiqw. fadüiiic^^rpi^^i-yaloreai 
z = g>(v)^ spiralium rec(ificationis Sormalti differentiali .ulamur 

4. ' ör == yCz'da'^dz'^) 
tm s\ ifltrodiicit vttlores ) z s±=: F(^^ di =^ JF'(ayda ^ indoit formam dvsts: 
tp\v)dv, unde si fieri pössit iutegrando prodit 9 = y/(a) et per reverstMiBm 
a=f{v)^ ita ut subslituendo denique ifiVenias~2rr= ^(r). 

Httimm^ Vbiisfdftnat^is äkeiiplimi Idoneom praebeK spirtltoitAMhi^ 
uiiiiiB, tu)ß9 aiiquatibtae Itl. ^=='^« appIfiMta äd form, (ir), pf^tiit 



vel si tt et da in functione z expriro^^e velis 

Utraqne quidem formula integrari potest ad instar 

liec* lil^f^um eiitV^ediitf^te'^ade^e ifo^lllaim^1litegfa^da«l^fferentilrK^ db,'t^B\ 
a vel si z eligas, qnum hae variabiles sint in ratione constatiti 3Wi^; '• 
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NoD est quod observem, quot impedimentis plerumque laboret via trans- 
formationis hie delineata, quum operationes analyticae, quibus opus est, rarius 
absoivi queant, nisi forte de industria curvarum aequationes ita eligantur, ut 
jntegratio perfici possit. Quod e. g. formae irrational! 

contingit, dum ponas 

2dv=: (p(x)diC'{ " f . ; 2dz = (p{x)dx — 



(fix) ' ^"^ q>ix) 

per (p denotans quamlibet functionem variabilis ar> quae ipsa functio varia- 
bilis V habenda est: x = F(vi)^ unde dx:=F'(v)do. Substitutis enim va- 
loribas illis evadit 

Si vero huiusmodi artificia, quibus formae integrabiles prodeant, sper- 
nimus, dubitari non potest, quin maximam partem ad alterutram methodum 
transgrediendi difficultates in ipsa curvarum indole repositae sint. Hinc quidem 
datae cujnslibet aequationis transformationem effici posse vix sperandam sit, 
ita ut hoc respectu quae supra exposita sunt sterilia appareant : ex altera vero 
parte methodus a vulgari prorsus diversa et quae vix ullo modo commode 
cum ea possil conjungi, ob hanc ipsam indolem commendabilis videtur. Propterea 
quam hie geometrarum oculis subjicere ausus sum, methodum curvas investi- 
gandi, fortasse haud indignäm reperient ad quam respiciant, etsi multa dereli- 
querim, quae desiderentur. 
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12. 

Über unendlich verschiedene Entwickelungeu der 

Potenzen der Cosinus und Sinus. 

(Von Herrn Dr. E. E, Kummer zu Soran in der N. Lausitz.) 



iSchon seit einigen Jahren bat man die Aurgabe von der Entwickelnng der 
Potenzen der Cosinus und Sinus in Reihen, welche nach den Cosinus oder 
Sinus der vielfachen Bogen fortschreiten, als vollkommen gelöst ' angesehen, 
und es sind auch wirklich die Schwierigkeiten, welche sich hierbei fanden, 
durch Aufsätze in diesem Journal, von Crelle, Abel und Olivier, und 
anderweitig vollständig beseitigt worden. Seitdem habe ich gefunden, dafs die 
Functionen (cosar)" und (sinor)'' so viele verschiedene Reihen-Entwickelungen 
haben, welche nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von x geordnet sind, 
als bis jetzt wohl noch von keiner der sAmmtlichen analytischen Functionen 
bekannt sind. Es sind hierbei ganze Cfassen von Verschiedenen Aeihen- 
Entwicklungen zu unterscheiden, von denen ich mehrere in einer Abhandlung: 
De cosinum et sinuum potestatibus secundum cosinus et sinus arcuum 
muttipiicium evolvendis^ welche nächstens im Verlage der Waisenbaus-^Buch* 
handlnng zu Halle erscheinen wird, ausgeführt habe. Daselbst aber habe ich 
noch eine Classe, und zwar die reichhaltigste von allen, flbergangen, und 
diese will ich nun, unabhängig von den in der angefOhrten Schrift erlangten 
Resultaten, herleiten. 

Wenn folgende zwei Reihen mit einander multiplicirt werden: 

A -11^* I w(n— 1) , n(n — 1)(» — 2) , , /-• i >» 

o 10." ^-1 I »in— i) ^-i I »(»— 1)(»— 2) ^^ I _ /i I ^-ix» 

^. i + Y« + i2 ^, "1 iTO "T — = (*T* J> 

so ist das Product derselben 

Alle die von n abhängigen CoefBcienten A dieser Reihe, welche durch die 
Multiplication der beiden Reihen (1.) und (2.) in Form unendlicher Reihen 
erscheinen, lassen sich durch bekannte Functionen sehr einfach ausdrflcken, 
wie wir später sehen werden; fflr den jetzt vorliegenden Zweck aber, wo 
nur eine allgemeine Form der Entwickelnng von (sinxy gefunden und ge- 
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rechtfertigt werden soll 9 bt 8oI<^es nipht nötfaig. Man setze nun in (3.) 
s: = cos2a?-f y""lsin2j?, so ist 

(l+«)(l + a;-^) :=;=: 2'\-z^z-' =^ 2 + 2cos2a: = 4cosar^, 
also 

4; (4cosar^)" = -äo-f 2JiCos2a?-j-2-4;iCos4d:-f" 

Es ist 4cosdr^ stets positiy; wird aber das Quadrat aafserhalb des Klammem- 
zeicbens mit n verbunden, so ist (4cosar^)'' = (i:2cosa7)^% wo da^ Zeichen -f 
oder — Statt bat, je nachdem coso? positiv oder negativ ist. Man verbinde 
also auf diese Weise das Quadrat aufserbalb der jKIammern mit n, und setze 

•^ statt it^ so hat man eine Entwickelnng von folgender Form: 

5. (+2cos:r)'' = fly-f öiCOs2a:-|-fl2COs4j?-f-a3COs6a?-f 

Eine zweite Form der Entwickelnng erhält man, wenn in dieser n in n — 1 
verwandelt und die Reibe sodann auf beiden Seiten mit 2 cos x multiplicirt wird. 
Werden sodanli auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens die Producte zweier 
Cosinus in einfache Cosinus verwandelt, so entspringt daraus die Form: 

6. +(+2coSa?)'' = Jü cos a? -f fti cos 3a? -f *2 cos 5a? -f •••• 
In beiden Reihen (5.) und (6.) sind die Vorzeichen 4- oder — zu nehmen, 
je nachdem coso? positiv oder negativ ist. Durch Verwandlung des x in 

0? — -^ erhalt man aus (5.) und (6.): 

7. (+2 sina*)" = fl^j — «1 cos2a? -f-Hj cos 4a? — 03 cos 6a? 4- • • • • 

8. +(+28ina?y* = ÄoBina? — 61 sin 3a? -f ^2 sin 5a? — •••• 

in welcbep beiden Qleip^ungeo (7») und (8.) die Vorzeichen -{^ oder -^ zu 
Qebn>ea find, je nachdem siQjia?. positiv oder negativ ist. Man denke sich nun 
ferner «die jbeid^ Beihen (6.) und (7.) mit einander multiplidrt, so erhält 
man, nachdem wieder die Producte zweier Cosinus in einfache Cosinus ver- 
wandelt worden, eine Reihe von folgender Form: 

9- +(±4sina?.cosar)'*= + (+2sin2ar)'' = CüCOsa?-fi?iCOs3a?-|-C2COs5a?-J- ..•• 
In der Reihe (5.) werde nun a? in 2a? verwandelt, und mit der Reihe (9.) 
multiplicirt, so erhält «npa auf dieselbe Weise: 

10. +(±4sin2a?cos2a?)'* 
= +(2Bin4ar)" = i^jCOsa?-f rfiCOs3a?-f-ii2COs5a?-|- ••^•.; 
ferner, in Gleichung (5.) x in 4a7 verwandelt, und mit (10.) multiplicirt 
giebt eine Reihe voi^ folgender Form: 

11. +(+2sin8a?)'* = ^0 cos a? + «1 cos 3a? -f ^2 cos 5a? -j- 

15» 



• . . • 



112 i2. Kummer, Efdtvickclungen von (cosjr)" und (sitix)". 

Es ist klar , dafs dieselbe Methode der Mulüplication zweier Reihen so oft 
wiederholt werden kann, als man will; dafs also, wenn k irgend eine ganze 
positive Zahl bedeutet, eine allgemeine Form gefunden ist, nämlich 

12. ±{±s\n2^xy = C^cosx -\- CiCOsSx -\- CiCosbx '\- 



• • • • 



X 



woraus man, indem -^ statt x gesetzt wird, eine allgemeine Form der Ent- 

Wickelung von ±(+sina7)'' erhält. Aus den Bedingungen der Vorzeichen 
bei denjenigen Reihen, durch deren MnltipUcation diese entstandet! ist, ersiebt 
man leicht, dafs innerhalb der Klammern die Vorzeichen -f ^^^i* — ^^ °^b~ 
men sind, je nachdem sin2^j? positiv oder negativ ist, und dafs das Vor^ 
zeichen aufserhalb der Klammern -f ^^^^ — ^^U j^ nachdem cos:r positiv 
oder negativ ist. 

Nachdem so eine allgemeine Form der Entwickelung gefund0n ist, so 
sind nun die Coefficienten dieser Reihe zu bestimmen. Die bekannte, schofi 
von Euler angegebene Methode, die Coefficienten einer nach Sinus und 
Cosinus der vielfachen Bogen geordneten Reihe durch bestimmte Integrale 
auszudrOcken , findet aber bei dieser Reibe keine Anwendung; denn es 
dürfen die Integrale, wegen des Wechsels der Zeichen in (+sm2''xy 
durchaus nicht über die Grenzen, innerhalb welcher die Vorzeichen die- 
selben bleiben, ausgedehnt werden, also nicht über die Grenzen x^-^ bis 

x= 2^ — , wenn h irgend eine ganze Zahl bedeutet; bei eine.r Inte- 
gration in diesen Grenzen würden aber die übrigen Glieder der Reihe (12.)) 
aufser dem zu bestimmenden , nicht verschwinden. Es mufs daher * die 
Reihe (12.) in eine andere verwandelt werden, bei welcher dieser Übel- 
stand nicht Statt findet. Wird statt j? gesetzt ^-|~~~ör~9 ^^ ^ ^^^^ ganze 
Zahl ist, so ist: 

13. ±(+sin2*ar)'' 

= CüCos(j?+-2x^) + CiCos3(ar+-^)-|-C2Cos5(a?+-^ 

Diese Gleichung wird nun auf beiden Seiten mit 2 cos {2m -\- 1) (x -{- -^j 

mnltiplicirt , und nachdem die Froducte zweier Cosinus anf der rechten 
Seite in einfache Cosinus verwandelt worden sind, Erhält man folgende 
Gleichung : 
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14. ±(±sin2^x)\2.co8(2m-\'i)(x+~^) 

Es sollen nun dem h nach einander alle Werthe von — 2*"^ bis -f 2*""^— 1 
gegeben werden: dann erhält man, wenn alle daraus entstehenden Gleichungen 
addirt werden, vermittelst des gewöhnlichen Summenzeichens 2, 

15. -2'±(+sin2*a?)".2cos(2iit + l)(a?4.^) 

= :S'C^ + C.^,j^cos2(a: + ^)+C„^J^cos4(;r+^^ .... 

für alle Werthe des h, von —2*-' bis +2*-'— 1. 

Es ist aber, wenn p eine ganze Zahl ist, fQr die angegebenen Werthe 

des Ä, 2co3 2p(x'{-'-^J im allgemeinen =0, ausgenommen wenn p ein 

Vielfaches von 2*""* ist, z.B. für /? = y.2*"*, wo auch y eine ganze Zahl 

ist: dann ist nämlich -2'cos2V(^ + ^) = 2*-"*cosy.2*a?. Die Reihe (15.) 

verwandelt sich also in folgenden Ausdruck: 

16. -S'±(+sin2*;r)\2cos(2m4-l)(a?+-^) 

= 2*-*(C^ + ilcos2*a?+flcos2.2*;r-| ). 

Die hier angedeutete Summation in dem anderen Theile der Gleichung 
ist nun noch wirklich auszuführen, wobei die Bedingungen der Vorzeichen -f 
und — wohl zu beachten sind. Nämlich fflr verschiedene Werthe des h, 
und in verschiedenen Grenzen des x, mflssen diese andere und andere wer- 
den; wir wollen die Gleichung (16.) aber nur innerhalb der Grenzen x = 

bis x = -^ betrachten. Es ist sehr leicht, aus den oben gefundenen Bedin- 
gungen der Vorzeichen in der Gleichung (12.) zu ersehen, dafs far einen 
jeden Werth des h, von ä = — 2*"*^ bis Ä = -f2*~^— 1, innerhalb der 

Grenzen x:=0 und ar = -^, die beiden positiven Zeichen Statt haben, dafs 

also in diesen Grenzen fflr die Gleichung (16.) zu nehmen ist: -\-('\-8\n2^xy. 
Dies kann , da es in Beziehung auf die verschiedenen Werthe des h con- 
stant ist, vor das Summenzeichen gesetzt werden, so dafs dieser Theil der 
Gleichung (16.) wird: 
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2(sin 3»a?)--Sco8(2iii+l)(a?-f ^) 



= . X^"). («in2*a:)-cos(2i»+l)(:r-^); 



2* 

denn die Summe dieser Reihe von Cosinus, deren Bogen in arithmetischer 
Progression fortschreiten, wird leicht gefunden. Es ist also aus der Glei- 
chung (16.): 



sin 



2* 

= 2*-\C„-{-A.cos 2*a? -f Ä cos 2 . 2*a? -f ). 

Wird endlich diese Gleichung mit dx mulliplicirt and in den. Grenzen von 
ar==0 bis ^= 2F9 ^^ welchen sie gilt, integrirt, so erhalt man, weil nun 
aufser dem ersten Gliede alle flbrigen verschwinden, eine Bestimmung des 
allgemeinen Goefficienten C^ der Reihe (12.), nAmlich: 

oder, wenn statt x gesetzt wird -gr"^ 

^ 4cosmn: f^, . ._ (2m4-l)z , 

Dieses bestimmte Integral Ififst sich, wie später gezeigt werden wird, durch 
eine bekanntci, transcendente Function ausdrücken, so dafs wir die Goeffi- 
cienten Cm als bekannt annehmen können; daher haben wir nun schon, wenn 
in der Gleichung (12.) j? verwandelt wird in ^, uneddlich viele Entwicke- 
lungen von (sinx)": 

19. +(+sina7)'* = CoCOS-^ + ^i^^^ 2r + ^2C08^-f .... 

Wenn nämlich fQr k andere und andere specielle Werthe ganzer Zahlen ge- 
nommen werden, so gehen daraus eben so viele verschiedene Entwickelun- 
gen von (sin a?)" hervor. Es Ififst sich aber sogar zeigen, wie diese Formel 
wieder nur ein sehr speoieller FaK einer weit fdlgeiaeiiiopn jst, welche so?- 
gar drei willkartiche ganze Zahlen ^nthjilt, so dals jeder andere specielle Werth 
einer dieser ganzen Zahlen eine andere Entwickelung giebt. Dieses merk^ 
würdige Resultat wird daraus gefolgert, dafs die Summe der Reihe (12.) 
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hn 

sich nur in Hinsicht ^der Vorzeichen Ändert, wenn statt x gesetzt wird ^+ ot , 
wo h und l ganze positive Zahlen sind und l nicht gröfser ist, als k. Setzt 

man also in der Formel (12.) ^4"^ ^'^^^ ^ ^^^ ^~W ^'^^* ^* ^^^ addirt 
diese beiden Gleichungen, so ist: 

20. oder +(+sin2*a?)'' = CüCOS-5j-cosa?-j-CiCOS-öj-cos3a?-| 

Ob die Summe dieser Reihe =0 oder = +(isin2*a?)'' sei, hfingt 
von den Grenzen ab, in welchen ^^-^ liegt; es ist indessen nicht nöthig, 

dies genauer zu untersuchen. Die Reihe (20.) kann auch folgendermaafsen 

geschrieben werden: 

21. oder ±(+sin2*a?)'* 

+ cos-^(CüC0sa?+C,a_^cos(2.2*— l);r+C,acos(2.2Hl)^+--0 
+ OQS^(Cieo93a?+C,a.,cos(2.2*— 3)a?+C,i^,cos(2.2*+^^ 

c^der, wenn diese Reihen, yivd siq auf eijuander folgen, dorph Bo, 0i, B29 elp. 

bezeichnet werden: 

22. oder ±(±sin2*a?)» 

= cos-g^Bü-f co8-gj-ÄiH hcos 2^ — ^2^*-i- 

Jede der durch B bezeichpßten Reih^a wird sich nachher als eine Entwickelung 
^von (sinor)'' erweisen. Um deshalb das Gesetz, nach welchem sie gebildet 
sind, recht deutlich zu erschauen, wollen wir auch Cogfficienten C^ mit ne- 
gativem Index einfahren. JPer Ausdruck fQr diese CoSflicieiiten in der Glei- 
^^hung (ISO ^e^S^ ^^^9 ^^^ unter einem solchen GoSfficienten mit negativem 
l^ndex zu verstehen sei. Es ist nämlich, diesem zufolge, 

23. C^ = <?«.,; 
fieshalb kann im allgemeinen vermittelst des Smmm^nißiohens die ^eihe B^ 
fblgendermaafsipn ausgedrüekt WMden: 

24- B^ =; 5lC^i^^cos(iw2^+*+2At+l)ar. 

Iß ^eir Gleid^oog (290 ^PU<»P ^^ ^^^ A »acb ^findßr alle Wertete 
0, t» ^1 ♦ • ' ^^ ?*"'— H ^ßg»^ yf«v^^?'. dann pftü* nip ^ioct ' Anzalil 
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2^~~^ Gleichungen, aus denen die gleiche Anzahl der unbekannten Gröfsen 
Bo>i 019 etc. bestimmt werden kann. Es ist übrigens hierbei leicht zu zeigen, 
dafs diese Gleichungen nicht unter einander identisch sein können, in welchem 
Falle sich im allgemeinen B^ aus ihnen nicht würde bestimmen lassen. Da 
nämlich in allen Gleichungen alle unbekannten Gröfsen vorkommen, so können 
nur dann identische unter ihnen sein, wenn entweder die eine Gleichung mit 
einer andern vollkommen gleich, oder ein Vielfaches derselben ist, welches 
beides, wie leicht zu sehen, hier nicht Statt findet. Es mufs sich also B^ 
aus diesen Gleichungen bestimmen lassen. Dies jedoch auf dem gewöhnlichen 
Wege zu thun, würde zu weitläufig sein. Man findet die allgemeine Auf- 
lösung aller dieser Gleichungen, welche in (22.) enthalten sind, sehr leicht, 
wenn man nur die Form betrachtet, welche das Resultat haben mufs, nämlich 

25. B^ = Ä(+sin2*j:)% 
wo R eine Gröfse ist, welche aus den Coefficienten der in (22.) enthaltenen 
unbekannten B zusammengesetzt ist, und diese sind, wie wir sehen, von n 
und X vollkommen unabhängig. Nur wegen des Wechsels von 0, -f (+sin2*;F)'' 
und — (+sin2^a7)'' kann R innerhalb anderer Grenzen des Bogens x auch 
andere Werthe erhalten. Diese Änderungen aber hängen nur von dem In- 

cremente des Bogens x, nämlich -^ ab; es mufs daher von einem Werthe 

desselben bis zum andern, also im allgemeinen von x±=-^ bis j? = \i , 

R durchaus unverändert bleiben. Wird nun in (25.) ii = gesetzt, so ist, 
weil R von dieser Gröfse n unabhängig, 

26. R^B^ (für n = 0). 

Es folgt nun für n = aus (18.) 

^ /-r« ^ m 4cosm;r /''' (2in+l)z . 

C. (für n = 0) = , (2m+l)^ >^^ 2T ^^^ 



Acosmn 

w(2m+l) 



C^ (für n = 0) = 
Also ist nach Gleichung (24.): 

^l. u^ uor n — K}) — M%— ^ f- m2i+i+2^+l 

Es ist nun die Summe dieser doppelt unendlichen Reihe zu suchen, weiches 
dadurch sehr erleichtert wird, dafs wir schon gesehen habend dafs sie, oder 
die Quantität R, nur scheinbar von x abhängig sein kann, und innerhalb 
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der" eifi^eÄ Grenieti^ 4f J? ^nfl^ ir = ^!^4?^ Wverflh 



- gj- UUU •£. — - 2^ 



1 - " t > 



nämUcb ^ies^ Reihe Ja diesen. Cfi^n2;en zu bestinu^ reicht es bjn. dem .o; 
d^ Werth ■ a | > jp iliä gebeta , wotiras hervorgleht : f 



. ■ ■ , I « 



\\ 2^'"- "il _ii_ . :- ?i^^'»^c. ■. 2*"*-^ -r ■ . [Ti r^ -. ^. . . cQsmx 



. ;• •■/!■ 



in,.deii Grfinzeo,. ,., ... ...„.;,. ,.*.f. . ...•...., r...- . < .,.. ■ ,. , .. - 

- hn ,. (A4-1JX 

r ^ = 2*^ »*'S a? == ^--^y^. 

Sm m^j^ i^T ^n^j^^J^en^ sp,i3^ ,yi^eHn,dem,m aU^.)^ertbp 



von '-^oö bis 4^ öü-gefebön< werden: r iL" . •' l >; ^ 

2j 2:' 4^os(2A + i)g^.dos^fr^ i^ '^ ^1' > ^>1^ ^ ' 1" -,' U':> >^ • yi^ • 

Die. Sttinme> der. 4n Kleinitfera dtofaMdbn Beihe i9t iilkerbekarimd^^ ''j^'ü '^; 

sin 07V 
also, iv'eiih fflf^ <r sein Werlli ittrikik gesetzt wii^d: ^ 



» ■ • ' 









r 






also nach Gleichnng £35.): 



V, ■ 1 ■ - 






.i;- ii' .:'•: ■' .: »J.U ü;. .• , ji t 



. f ■ 1 



oder, wem endlich für JS^ 4i»r:.;4i:K9dri|i^iX^40. «»WJ»* iWÖ «in ^.ver- 
wandelt wird: rr K* •, . 

30. . (ißiB^r = M~^ny(öw^~^-«'+/'««( V^>' 

ift 4?? .Gre^.en.<a?.==j>,A,2*-'?? bis ,^= .,, ■..,,.;,. ,,,,;,. 

. pie ganzien, Zajileii ^,, X^ /( .siiid..^|lIkQrIj^h, nur ^t der Einscbr^nr 
kang, dafs i. nie gröfser als k sein darf, und fi nicht gröfser ^^s '^^ji^lr 
denn ^n Werth defi ju, welcher gröfser wäre, würde zwar kein falsches 
Restiltal geben,' aber, ein 'WBbäS,*Wäs4iP'diincn toH'*ilfr==tf life /i=='2^*— 1 
scfadA «Athabeh' ««)*&<' Di«iAeibi0(<)19.) i]9«/ Wfeasi^on Üef dieser bfotarkt 
wurde, nur ein specieller Fall dieser allgemeinen Formel,< ivi^eldieD man. daraas 
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erhält, indem man )L = 1 und ^=^0 seist nnd statt h, 2h nimmt Es wird 
sich bald zeigen, dafs diese allgemeine Formel nicht etwa leer nnd inhaltslos 
ist; denn wir werden verschiedene sehr elegante Reihen anfisteüen, Weldie 
in ihr enthalten sind: zayor aber ist esnödng, den Cofiffidenten C«^ weldMT 
bereits bei (18.) in Form eines bestimmten Integrales gefunden wurde, durch 
bekannte Functionen auszudrflcken. Dies geschieht durch die Function 11 nach 
Genfs Bezeichnung. (Man sehe Cammeniatianes soeietaiU GoMngenm 
et. matk. Tom. IL a. 1812, worin die Abhandlung von Genfs enthalten ist: 

Diaquisitionis gener alea cirea seriem 1-f r^^+***0 Hier ist die Theorie 

der Puncflon 17^ auf wenigen Seiten ToUstfindij^ MseinAndergesetftI, nadh- 
zusehen. Etwas gewöhnlicher scheint die Beieidinung dieser Function durch J^ , 
zu sein, nach Legendre, welcher fast zu derselben Zeit, wie Genfs, die 
Theorie derselben Funetion in seinen Btcerdces de ealdul int^ral gegeben, 
und, so wie »odh Garufs, eine Tsiel derselben berechnet hat Wem .ftbHgeHs 
die Function F geläufiger ist, als die Function II: der kann flberalL diese in 
jene verwandeln, indem er nur statt n(z) zu setzen hat r(z -{-!). Durch 
diese Function wird folgendes Integral ätlsgedrflckt : 



31. / (ainzyeosrz.dz 



ISC08-7-i7(ll) 



WO r und n beliebige Zahlen sindk Da, wie ich gtaube, dieses bestimmte 
Integral nicht unbekannt ist, so will ich mich mit Herleitung desselben, welche 
yermittdst der ten Gatifs gefandenMi Retaltale . laicht ausgeführt wM, nlobt 

aufhalten. Wird r = -^^ gesetzt, so erhält man nach der GleJckung (181): 

Dieser Ausdruck des Cofifficfenten ^'iönnÜfe nun in dön PorbieM SiibstthiiH 
wärden; >dbch der KürM wegen woA^n wir £e Bezeidmutfg' Aircfi C bei- 
behalten. 

' ^ • ' Ä"' '' '^k ■ •-' 

\Wenn wn in der Gleichung (30^ x in a? — -^, und «-|r-j- ver^ 

WmMI, unil addürt fHid snbIrahiHi, sti OrhAltüiaaf; bei |diörig«v Baachtokig 
der angeg«beiM Gretmio 
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V 33. (±«08«)" 






ia 4le9 tSKuea « »* [A2'T'4<i}7i bis . ««= [<A 4-1} 3*-' — |] n ; 

35. (±co»aJ)" 

ms g^p- ^ 

; 3Ö. (±00837)" 

_ 2'-*cogfti» tf \rt . /m2»+»+2^+l)\ /m2»+»+2tt+l\ , 

in den Grenzen « = (ä2*"*— i)^ Wf Äc^(*2*-:*4-i)7r. 

Die merkwürdigsten speciellen FsHe dieser Reihen sind nun folgende. 

^Yenn 4 = *, und wenn gw =f= « gesetzt wird^^ so erhält man, 
nac|i einigen l^ichteii . Rednctionen : , 






38. (±c08«)".=«= g,^J/„„ X ^^ . T^ , ; 



, > 



in den Grenzen x = (h'^^)n bis x=z(h'\'^)n; 



oo / . • ^\n J^(^) tS co8mircos(2a+2m)jr 

in den Grenzen x=ihn bis a? = (Ä -f- 1)^5» ,^ 

Es ist ieic^, zn zeigen, dab m. diesen ]B*orineUi, die %Qfiia fz toU- 
kopinien l^eliebis^^i9f. Dieselbe ptlste ntmlicb eigentlich ¥01^. der Form 

2^'li sein, wo /u und k ganze Zahlen eind; dp jedoch WQdtr ^ «odi f^ 

16» 



in diesen Formeln mehr vorkommt^P^a ;;kann'.itaan beide unendlich grofs an- 
nehmen, so dafs a:= — wird , wplcl^es jeden beliebigen Werkh iiabeo kann. 

Oder man kann dadurch, dafs map dem '//'und A^sehrVgvofsi^^^^ 
allemal eine Zahl finden, welche sich von einer gegebenen, s^^im auch irra- 
tionalen Zahl cey um so wen^ untierscheidet/ ds jaan wilK Diese Bpihen^^ben 
auch die Eigenschaft, dafs sich die Transcendente JT als gemeinschaftlicher 
Factor aller Gliedbr heraa&ebto lAfst; sfo (Ann z!iB;: die' Reitoi C^^ 
folgende Weise geschrieben werjlen: i g- 

41. (+cosa?)" ^-^^^-h.-... .. -* 






, r u o 



« • ' : .. 



= P«{cos2aj7 ,^ , ,^x, .« i«v i 

WO der Kürze wegeh gesötzt ist: ^ . :; '/ * ='». i. .. ;^ „^ ; ,c..x 

p ^ im 

Diese Reihen umfassen nun wied^ir- besonders zwei wesenUich von 
eiiiander verschiedene Arten, nämlich ^ etsteiiis^ die liekannteni, d6tf6n von 
Euler gefundenen Reihen, deren Grenzen ab^r erat int *filetfM*^^^^^ i^ 

richtigt worden äind. jPfir a=-^ hebt_ sich cimlich _ ^i^ . T^anacendefite IT 
ganz hinweg und nmn-'eifbfilt: . -^ ' 

42. (± cqsf );^ W^t^1S^{^^^ "t T'^^i^-^y^i ^T?r^ COT («-4)^+ ••••}, 

43. ( + &xT = ir^^ {sin ni + 'f sin (n-2)* + ^^^ sin (n-4)a.+ ....j , 
in den Grenzen x=^{h — \)n}Asx^={n'\-\)n; 

44. (± sino?)" = . , ,,g^J v^ jcöaiqj>^co6(iMr)d»4-^^^^ 

45; (±Binarr =i — -^gj^ jsiniM^,f b^^ 

in den Grenzen x = hn bis a7 = (Ä4-l)nf. .' • = 

' ' Die' kii^ere Art einfacher fikvtfcfceToAgen wird lliiis -^en Fo'rmeln (37.) 
bis C^O.y bereitet, indem in' (37.) tb^d > (39.) geatzt ^Ird-tt^Ö, n^A in 
(37. J trn J C*Ö.) « =fa f . <Pür diese Weitte Ist^ Ä-- ^' > 
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Z'Cn^ «+2 ' („+2)(»4-4) ' )' 

48. (±cosa.)"= ^ .^^y jco3;r+;^co33^+ j^^^g^^^^^^/ cos 5ar + ....| , 

r 

Dies sind die obigen Ffeil&en CS-)? (6)9 (7.) und (8.), deren Coef- 
ficienten diso aiir diese Weise bestimmt sind. ZnetiX ist auf die Reibe (46.) 
Grelle gekoibmen (man sebe dessen ^Tbeörie der analytiscben Facültäten, 
pag. 366'') durcb Addition der Quadrate (42.) und (43.); die Coefficienten 
gingen so in Form unendlicber Reiben bervor. Nacbber bat Poisson beide 
Reiben aus einer Differenizal-Gleicbung bergeleitet, jedocb die transcendenten 
Factoren nur durcb bestimmte Integrale ansgedräckt. (Man sebe Ferussac 
Bulletin etc. Tome IV. p. 344 etc.) 

Als Beispiele sebr einfacber Reiben, welcbe wieder in diesen entbalten 
sind, nebme man n = 0, 1, 2, 3 in den Reiben (46.) und (48.). 

50. +-J- = cosa? — -ö-cos3j?-{"^cos5j? — -y^^^'^^'f ••••? 

.. ,4(1, cos2jr cos4jr , cosBjt cosSo: , ) 
5t. cos* = ±-}^-J^-^ 3X- + -5l^ 7:9-+'-|' 

-o 2 • 8 (cosj: I cosSjT cos5j: ,.cos7j: , ) 

52. cosx = +_|^^-^ + j-^_^-^ + ^-^+....j, 

tQ ^ j.*2( 1 , 2cos2jr . 2cos4j7 2cos6jr , ) 

öd. cosar^ = +_|___^_^ ....|, 

Die beiden ersten von diesen finden sieb in der Theorie de la chaleur von 
Fourier, wo sie auf eine böcbst merkwürdige Weise bergeleitet sind. 

Wenn in den Formeln (47.) bis (50.) n eine ganze Zabl ist, so ver- 
schwindet allemal die Transcendente 77. So erbält man z. 6. fOr it = l Ent- 
wickelungen der einfachen Sinns und Cosinus, welcbe nach Sinus und Cosinus 
der vielfachen Bogen geordnet sind. Ich will von diesen nur eine her- 
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0cbreibra, nflmUcb: 

- - — 2eo§hn.eo9an ^ co8mi»cos(j8a«f 2m)x 

04. COfa? = ___j— ^m (2Ä+2m+l)(2a+2m— 1) ' 

in den Grenzen wt=(A — ^)n bis ;p=a(A-f ^)7f. 

Die0 giebt wieder, z. B. fflr a = |^, folgende Reibe: 

8co8Aisco0-^ 

66. COSd? s= r-- — 

/IIS 

IC cos -^ 

Ef ift leicht, ans den aafgestellten tDgemeineB Formdn eine nnend«* 
liebe Menge äbniicber einfacher Reiben za ziehen, welches Jetzt nicht in 
unferem Zwecke liegt. Dafs flbrigena alle diese Reiben, welche in den all- 
gemeinen Formeln enthalten sind, fflr Jedes positive n convergiren, erhdlt 
aas den zwei Aafsfltzen in diesem Joarnal, welche Dirichlet nnd Dirksen 
über die Convergenz der trigonometrischen Reihen geliefert haben. 

Sorau, im August 1832. 
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13. 

Über die Integration der Difibrenzialgleiehungen von 

der Form 

dz = Hdx-\-Kdy-\-Ldp-\-Mdq-\-Ndr-\-etc. 

(Von Herrn Jasepk JU Maabe, Prof. der Math, n Zfiricb.) 



^i*ifc**i 



Einleitung. 

Obwohl wir berdts ein allgemeines Verfahren besitzen, Differenzialglei- 
changen yon obiger Form zn integriren, so bleibt es dennoch interessant, mi 
sehen, wie man, von einem ganz ^andern Gesichtspuncte ausgehend, auf die- 
selben Resultate gefohrt wird, die P f a ff iu der berOhmten Abhandlung, welche 
die Denkschriften der Berliner Akademie fflr die Jahre 1814 und 1815 ent- 
halten, hinterlassen hat. 

Pf äff 's Methode beruht darauf, dafs die vorgelegte Differenzial- 
gleichung, falls sie eine gerade Anzahl von YerSnderlicfaen enthalt, durch 
EinfQhrung neuer Veränderlicher in eine Differenzialgleichung von derselben 
Föhn, welche eine Veränderliche weniger enthält, transformirt wird, und wenn 
die Anzahl der Veränderlichen ungera4e ist, und wir einstweilen eine der- 
selben als constant betrachten, der vorhergehende Fall wiederum herbeige- 
führt wird; auf welche Art die vorgelegte Gleichuqg denn, sie mag noch so 
viele Veränderlichen entlialten, endlich auf ^ne Gleicbung, worin blofä zwei 
veräqderliche Gröisen vorkommen, sich reduiirt. Wird nun diese letzte Glei- 
chung integrirt^ und restitairt man snccessive die alten Variablen, und läfst 
die zuvor als constant betrachteten GrölSiien wiederuip variabel seiuy 90 g»- 
laogt mao endlieh zu einem , wie wHlkAriiche, Function. Bi|t sich iabrenden 
Systeme von n oder n-f 1 Integralgleichungen, Je, nact^dem di^ ;AnzaM der 
Veränderlichen in der vorgelegten Diflbrenzialgleichiiag 2n oder 2n-|-l war. 

Allein diese JfetheUe iäfst^ wend ioh niobt irre ^i noch cBe Frage un-^ 
beantwortet: „ob man auf diesem Wege\ auch die möglich kleinste Anzahl 
von Integralgleicbongen, oder wis dassette ist, die allgemeinste Aoflösniig 
der vergelegten HiffetvnaialgMobikg «riillty** iadeitt Pfafff* s VerfiihreB, wie^ 
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es bei der von Monge vorgeschlagenen Methode wirklich der Fall war, 
keineswegs das Vorhandensein dieser allgemeinsten Auflösung zu rechtfer* 
tigen scheint. 

Um über diesen Punct Anfschlufs zu erhalten, habe ich mir hier die 
Aufgabe vorgelegt, die Bedingungen anszumittehi^ unter welchen dnetDife^ 
renzialgleichung von obiger Form ein (einziges Integral, oder ein System von 
zwei, drei, etc. Integralgleichungen zuläfst. 

Der zur Auflösung dieser Aufgabe von mir betretene Weg zeigt nicht 
nur, dafs Pfaff's Methode, öo lange die CoöfficifentetaH; JE, L, ^ etc. 
von einandet unabhängig sind, die allgemeinste Auflösung darbietet; sondern 
sie setzt mich auch im Stande, wenn diese Goef&cienten gewisse Relationen 
eingehen, dann noch die aligemeinste Auflösung anzugeben, die nunmehr 
in einem Systeme von weniger Integralgleichungen, als im Vorgebende!! 
Falle, besteht. ' 

Um nicht unnöthigerweise diese Abhandlung in die Lsnge ^u ziehen, 
wollän wir blofs lineare DiiFerenzif^lgleichüngen von drei bis sechs Vadablen 
betrachten, aus welchen wenigen Fällen die Anwendbarkeit unserer Aethode 
auf eine beliebige Anzahl von Variablen zur Genflge ersichtlich wei*dejl wird. 

/. i .. •• !.;..:, , . •• «I; 'T- ■ • • ■ • ' -' ' ■ ■ ■: \ ' f ■: «••-. 

Übör die lineare Differenziaigfeichung dreier Variflbleii. ' ^ 

§. 1. 
Man habe die Differehzialgliiicbung ' > 

v^ö' ff und Jif bekaiinte Functionen voti ^ ^ 

Soli tfun diese Diflterenzialgleichung ^ ^ir Integfirl zulassen, so mnfs es 
von der Art sein, dafs, wenn aus demselben eine der VerSnderÜchen, z.B. z, 
atä Fünctiöh von x und y ausgedf ficki ' wird^ da^ Ditferenziäl dieser Crlei^ 
elMkigen^it der vorgelegVett- äbereinsütnntit. ''Wend ttlsb diis i>ifferential dfese^ 
löf^gralä folgende Fortii' hat: *' Vi rK 

wo^il^nnd B Pünctioneni \fan\wdnhAuy «ind^ cRe der Oleichuiig' 



I '. t 



o. 



t • ^ ■ f . /■«',» r 



Genüge thnti', so Vikt^sön Mgfd^ie^zim^Hmdmagea als identische bestehen 
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,4% ^ssailT^ ß zzzz K, 

wenn in den Theilen rechlerband der Gleichheitszeichea statt z sein Werth 
«US dem voransgesetzten Integral snbslitairt gedacht wird;. 

Stellt man nun die Differenziale von H und K durcli folgende 
Gleichungen dar: 

dK = K,dx\-K^dy^K^dz, 
wo der Kürze wegen H„ H,, Ä„ ÜT,, ÜT,, K, slalt ^, ■^, -^, ;^, 

"5y ' ^ *®^®^** woi;de» ist^ ^SO; Jiat, man^ w^j^iu in diese Gleichungen ^ev 
Werth von dz aus (2.) substituirt wird, folgende Gleichungen: 

da^ {H,+ AH,)da^i-{H,-{-ßH,)dy, 
dK = CK,J^AR,)dx-\^{K,^BK,)dy, 
und wegen der Gleichungen (3.) und (4.) erhält man folgende Gleichung: 

oder, wenn fär A und B ihre Werthe aus (4.) gesetzt werden, 

woraus cdso erhellet, dafs die vorgelegte lineare Differenzialgleichung (1.) 
nicht immer eines einzigen Integrals ifthig ist, sondern dafs das Statthaben 
desselben vorläufig an die Erfüllung der letzten Bedingungsgleichung ge- 
bunden ist. Ob aber, umgekehrt, wenn die letzte Bedingungsgleichung Statt 
hat, die vorgelegte Differenzialgleichung (1.) noth wendig ein einziges Integral 
zulasse, wollen wir jm folgenden Paragraph sehen/ ^ :; 



*M 



§. 2. ■■ 

Man betrachte in (1.) einstyveilen eine der Variablen , z. B. y^ als 
Gonstante, so bleibt eine gewöhnliche Differenzialgleii^ng mit xlen zweivVa- 
riablen z und x zurflck, welche integrirt eine Gleichung von folgender Form 
geben wird: \ 

WO das innerhalb der Klammern befindliche y von dem in dem Co^mcien- 
ten £f vor^mmenden y herri^irt und, o^ d|p iCons|an^ der Int^gv^ation vor- 
stellt, die, so lange man Tn(f^ y als constänT behandelt, jedeT.willkflrliche 
Functioif vod r y . Vprfitellctt kann; » ßolkj jN^geg^tt ^} leiti^ Glflictnuc^ d«ftil«r*^ 
tegral von (10 «aoh- fdr ^A F«kll, .!d0fei yilriiie lif«riabläoi«,!,förilfi^ 
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mufs sich a.blofs als Function von y bestimnen laBsen, d. h. es mufs dann 
nachgewiesen werden, dafs a von x unabhängig ist. 

Zu diesem Behufe differenziiren wir die letzte Gleichung nach aHen 
Gröfsen, die es enthalt. Dieses giebt 

dz = <p\a:)dx-\- ^' (y)dy'\' (p' {ä)da, 

wo der Kürze wegen <p\x), <p'(y), (p\a) statt ^Vi^^JliA^ d.ip{x^y,a) ^ 

*V(^yy9^) gegellt worden ist. 

*Wenn daher die Gleichung (6.) das Integral von (1.), auch unter 
der Annahme, dafs y variabel sei, sein soll, so müssen folgende Gleichungen 

Statt haben: 

7. H=^q>\x), Kdy^(p'{y)dy-\-<p\ä)da, ^ 

wenn in H und K statt der in derselben vorkommenden Gröfse z ihr 
Werth aus (6.) gesetzt wird. 

Die zweite der letzten Gleichungen giebt: 

Wenn daher, wie es hier erforderlich ist, a bloß eine Fanction von y sein 
soll , so darf der Coöfficient yon iy in der letzten Gleichang kein x ent- 
halten, d. h. es mafs dann folgende Gleichang bestehen: ^ 

9. • /.<«> = 0. 

dx 
Entwickelt man nnn den Theil dieser Gleichung linkerhand, so bat man 

wo y"(y, *), tp'\a,x) statt ^^^^fe^» ^ ^^^l"/^ "^ gesetet worden ist. Nun ist 

also geht die vorhergebende Gleichang in folgende Ober: 

9^(a) _ y'(a)[Jr. +g.y^(x)~y (y, j:)]- Jir^y>(y)]y^(a, x) 
dx ~ 9'{a)» '■ '. 

Ftkn» glehl die erste der Gleiebmgen (7.)f wenn sie dnaal nach y aad 
ias andei*e Mal äach a dUrereaslirt wird, folgende Gleichungen : 
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(p"(T,a) = Hj<p'(ä)i 
also geht die vorfaergeheiide Sleichung, wenn statt fp'ia) sein W«rth aus 
der ersten der Gleichzogen (7.) und statt <p"i^,y)i ip"(s,a) ihre Wwibe 
aus den letzten Gleichungen gesetsl werden, in folgende Aber: 

JIT-y'fr) 
in y'(a) _ Jtfl.-flA^ + fl. — /r, 

woraus erhellet, dnfs beim Statthaben der Bedingangsgleichung (5.) die Glei- 
chung (9.) bestehe; daher sich denn a, mit Hsire der Gleicbnng (8.)) als 
Function von y und einer neuen willkQrlichen Constanle bestimmen Ifilst. 
Substituirt man nun den go sich ergebenden Werlh von a in die GleichoDg (6.), 
so hat man das Integral der vorgelegten Gleichung (!.)• 
S; 3. 

Findet hingegen die Bedingangsgleichung (5.} niobt Statt, so zeigt die 
Gleichung C10.}i dafs a sowobl'Ton y als von w abhängen wird; daher an 
ein einziges Integral für (1.) mcht zu denken ist. 

Setzt man, am in diesem Falle eine AuflOsnog zu haben, 
■ ^ a = yj(y), 

wo V'(x) jede wiltkQr'liche Function von / vorstelll, so geben die Gleicbnn- 
gen (60 und (8.) in folgende. Ober: 

welche zwei Gleichungen die ^legrate von (1.) vorstellen. 

^ jt 

Über die lineare DiffereDlialgleicbung mit vier variablen 
: GröfseB. 

Han habe die Differential^icboBg 

wo H, K, h bekawite Fapctittnen ven x> y-, z^~p sind. 

KaBO nan c^«r DifferenÜalgleicbniig ^cb ein eiBvges Integral Ge~ 
nOge Ibun, so mflssen, wenn aus denjselben eine, der VariabelQ, i^B. ai> 4^ 
Function von x, y, p ausgedrftcbt {«dacht wird, nn4 das Differensial von «, 
welches dard) f<^eiMlc! Gleicbnng gegeben sein w%i ■' 

17» 
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aasgemitteU wird, folgende GleichnngeD identisch bestefaen: 
t3. A = H, B = K, C = L, 
wenn nemlicb in den Theilen rechterhand der Gleichheilszeichen statt « sein 
Werth aas dem vorausgesetzten Integrale Sabstitnirt gedacht wird. ' Nun sei 
(äff = Bidjf-\-a,dy^H^dz-\^Htdp, 
14. )dK = K.dx-^K^dy-l-Kjdz^K^dp, 
{dL = Lfdx^ L,dy ^ Ljdz ^ L^äpi 
so hat maa, wenn stall äz sein Werth aus (12.) substituirl wird: 
dH = {U,-^ AH,)day-^{H,-\- BH,)dy-\-{H^-\-CH,)dp, 
dK = {K,-\-AK,)dx-^{K^^BK,)dy-\{K,\-CK,)dp, 
, dL = {L^\-AL:,)dx-^{L->-\-BL^)dy\'{L^-\-CL,)dp. 
Ferner ist der Theii rechlerhand des Gleichheitszeichens in (12.) ein voU- 
slSndiges Differenzial; daher bat man 

dA rfß dA rf£ dB dC 

dy dx ' dp rfjr,' dp dy ^ 

30 dafs sich also vermöge der vorhergehenden Gleichongen und der Gleichun- 
gen (13.) folgende Relationen zwischen den CoSfficiealen H, K, L ergeben: 
(KB,-HK,-\^II,-Kt = 0, 
15. \LUy — HL:,\B,~L, = 0, 

worans erbelief, dafs die Existenz eines Integrals fOr die Differeazial- 
gleicbnng (11.) an die ErfQlInng der letzten drei Bedingungsgleichnngen ge- 
bunden ist. 

§. 5. 

Finden die BedingnngsgleicbangeD (15.) Statt, so bleibt noch zu zeigen 
öbrig, diafs dann nolhwendig ein einziges Integral für (11.) enstirt. 

Zu diesem Ende betrachte man in (11.) die Variable p einstweilen als 
Conslaote, so geht diese Gleichung in folgende Ober: 
dz = lidx-^Kdy. ■ 

Berficksichtigt man non diö erste der drei Bedingungsgleicbongen (15.) 
und das, was in $.3. erwiesen wurde: so bann' man der letzten Differowi«!- 
^elcbnirg durcb ein einziges Int^räl GenOge tban: Dieses iMegml denken 
wir ans- darch fegende OleiebuDj^-dargesteJIt: 

■' ■ ■■• ^ |6;i z =^ g>(iief yip,a)^ 

wo p von den Coßfficiettteii fi nnd £: heitObrt, and i» die Constante dw 
Integration bedealel, weldie Jede wUlkti'liche FmieHoB Ton p vorstellen kann. 
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Soll nun dieselbe Gleichung (16.) der Differentialgleichnng (11.)!) ^^ 
// als Variable bleibt, ebenfalls Genäge thun, so mufs das DiiFerenzial der- 
selben, mit (11.) verglichen, folgende Gleichungen erzeugen: 

17. H = (p\x), K = y'(y), Ldp = (p' (p) dp + (p\ä) da. 
Die letzte dieser Gleichungen, der man auch folgende Form geben kann: 

18. da = ^^=^dp, 

darf, nachdem für «der Werlh aus (16.) gesetzt worden ist, weder x noch 
y enthalten ; also mflssen folgende zwei Gleichungen : 

^ L-q^{p) j L-q/(p) 

19. p±- = 0, P^^ = 0, 

dx dx ' 

identisch Statt haben ^nnen, damit ans der Gleichung (18.) a als Function 
von p bestimmt werden könne. Nun ist: 

. L—qf(p) 

¥(«) ' <ff(a)lL,+L,qf(x)-<p"(p,xn-t4."(a,x)lL-tp'(p)^ 
dx q/(a)* ' 

j L-qf{p) 

9^{a) __ y>(a)[L, + L,y>(y)-qp"(/>,y)]-9)"(a,y)[J-ff'(p)] 
dy — <ff{fly ' 

and die beiden ersten der Gleichungen (17.) geben, nachdem statt z sein 
Werth ans (16.) gesetzt worden ist, folgende Gleichungen: 

<p'\p,x) = H,^H,<p'ip), 
<p''(p,y) = K,-\.K,<p'ip), 

y"(«> r) = Ä3y'(a). 

'Wenn daher in die yorbergebenden Gleichungen fflr (p"(px), <p"{p,y\ 

^"{a, x\ (p'Xa, y) ihre Werthe aus den letzten Gleichungen, und fflr 9>'(ar), q>'(y) 

ihre Werthe ans (16.) substituirt werden, so reduciren sie sich auf folgende: 

L-y(£) 
y'(a) ^ LH,-HL,+H,-L, 

dx 9*'(«) ' 

dy 9)'(o) 

welche also, vermöge der beiden letzten Bedingungsgleichnngen (15.), die 
Realität der Gleichungen (19.) bewahren; daher kann man im gegenwSr- 
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tigen Falle aus (18.) a als Function yon p und einer neuen willkflrlicben 
Constante bestimmen, welcher Werth in (16.) geselst das allgemeinste In*- 
tegral von (11.) darbieten wird. ' 

§.6. 
Findet hingegen von den Bedingungsgleichnngen (15.) nur eine ein«- 
zige, z. B. die erste derselben, Statt, so läfst sich nicht mit Hälfe der Glei- 
chung (18.) a als Function von p bestimmen und die vorgelegte DiiFeren- 
zialgleichung (11.) ist dann keines einzigen Integrals fähig, sondern es existirt 
ein System zweier Integrale, die auf folgende Art gefunden werden. 
Man setze 

a = tp(p)^ 

wo ip{p) eine willkflrliche Function von p bedeutet. Setzt man diesen Werth 
von a in die Gleichungen (15.) und (18.), so erhalt man 

z = (pCx,y,p,tfj(p)^, 

welche zwei Gleichungen die Integrale von (11.) vorstellen. 

§• 7. 

Findet endlich keine der Bedingungsgleichungen (15.) Statt, so ist um 

so weniger für die Differenzialgleichung (ll.\ an ein einziges Integral zu 
denken, und wir werden unmittelbar auf die Betrachtung geleitet, zu unter- 
suchen, unter welchen Umständen sie ein System zweier IntegraFe zulasse. 

Zu diesem Behufe nehmen wir an : es existiren solche zwei Integrale, 
und wenn aus denselben zwei der Variablen, z. B. z und p, als Functionen 
von X, y ausgedrückt gedacht werden, so erzeugen die DiiFerenziale der- 
selben folgende zwei Gleichungen : 4 

20 )^« = Adx-^Bdy, 
^^' \dp = A'dx^B'dy, 

wo A, B, Aj B' Functionen von x und y sind, die an folgende Bedingungs- 
gleichnngen gebunden sind: 

21 ^:=^ ^ — ^. 

dy dx ^ dy ds 

Substituirt man nun die oben aufgestellten Werthe fflr dz, dp, in die vor- 
gelegte Differenzialgleichung (11.), so geht sie in folgende über: 

{A^H-AL)d0:^{B-K--BL)dy = 0. 
Da nun diese Gleichung, nachdem statt z und p ihre Werthß aus den beiden 



% 
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Yorausgesetsten Integralen sobstilnirt gedacht worden, eine identische sein mofs, 
oder, was auf dasselbe hinaus läuft; da diese Gleichung filr jede Abhängigkeit 
zwischen y und x bestehen soll, so mufs sie in folgende zwei zerfallen: 



\i 



= K+B'L. 

Ferner setze man in die deichnngen (14.) statt dz, dp ihre Werthe aus 
(20.), so hat man: 

dB = (H, + AH,^AV,)dx + {H^^BH,-\^B'U,)dy, 

dK = {K,^AK,^A'K,)dx+iK,i^BK,-\-B'K,)dy, 
dL = {L,^AL^-\-AL,)dx'{{L^^BL^\-WL,)dy. 
Ffifart man nun folgende abgekfirzte Bezeichnungen ein: 

iKB,-HK,J^H,-K, = (2,1), 
23. \lH^ — HL^^H,^L, = (3,1), 
]lK^-KU^K,-L^ = (3,2), 
so erhält man, wenn die erste der Gleichungen (22.) nach y und die zweite nach x 
differenziirt wird und die so erhaltenen Gleichungen von einander subtrahirt 
werden, mit Berflcksichtrgung der Gleichungen (21.), (22.)9 folgende Gleichung: 

24. (2, l) + (3, l)Ä'-(3, 2).4' = 0. 
Da, wie eine einfache Überlegung zeigt, leine neue Gleichung aufser 
der letzten und den Gleichungen (22.), die die Unbekannten A, B, A, B' 
enthielten, erhalten werden kann, und aus diesen Gleichungen selbst keine, 
blob die Coöflieienten H, K, L enthaltende, Gleichung zu erhalten mög- 
lich ist: so wäre schon dieser Umstand hinreichend, uns zu dem Schlüsse 
zu berechtigen, dafs die Differenzialgleichung (11.) immer durch ein System 
zweier Gleichungen integrirbar sei \ allein ^ir sind auch , wenn wir auf 
dem bereits betretenen Wege fortfahren , zu zeigen im Stande, wie man 
zum besagten Systeme der beiden Gieldiungen gelangen kAnne. 



§. 8. 

Sucht man nemlich aus den drei Gleichungen (22.) und (24.) die 

Werthe von was immer für drei der Gröfsen A, B, A', B\ z. B. die der drei 

erstem, so hat man: 

A = (3>2)g+(2,l)L , (3,1)L «, 

B = K^LB, 

_ M , (3,1) j^ 



A' 
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Wenn diese Wertbe von A, B, A' in die Gleichungen (20.) geselzt wer- 
den, so gehen sie in folgende aber: 

Idz == Hdx'\^Kdy'\-Ldp, 

und wenn man berflcksichtigt , dafs i3' völlig willkärlich ist, so zerfällt die 
letzte Gleichung in folgende zwei Gleichungen: 

Werden diese Werthe ffir dp^ dy in die ersten der beiden vorhergehenden 
Gleichungen gesetzt^ so ergeben sich, mit Inbegriff der beiden letzten 
Gleichangen, folgende drei Gleichungen: 

dx = -^rf«, 

26. {dy = -^^dz, 

dp = <^d., 

wo der Kürze wegen 

A = £r(3, 2) - iS:(3, l)-f 1.(2, 1) 
gesetzt worden ist. 

§.9. 

V 

Stellt man nun die Integrale der drei Diiferen2ialgleichungen (2^.) durch 

27. {y = 4p2(z,a,b,c), • 

vor, wo üy 6, c die willkärlicben Gonstanten der Integrationen: sind,' so tfaaii 
dieselben den Gleichungen (25.) 9 mitbin auch der vorgelegten Differeiiiäid« 
gleichung (11.) Genüge; allein aus diesen Gleichungen, die nur eine parti- 
culäre Auflösung derselben sind, kann man sich zum allgemeinsten Integrale, 
welches in einem Systeme zweier Gleichungen, die eine witlkilrlicbe Function 
mit sich führen, besteht, erheben. 

Zu diesem Zwecke differenziiren >vir die Gleichungen (2!?.) nach allen 
Gröfsen, die sie enthalten. Daraus ergeben sich folgende Gleichungen: 
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Daher, wegen der Gleidiangen (26.): 



13^ 

9 



28. M(«) == - 



(3,1) 



y;(«) 



(2,1) 



und wenn diese Werlhe von dx^ dy, dp in (11.) sabstitnirt werden, so 
geht die Gleichung (11.) 9 wegen 

29. H(p[{z)'\-K(p'^{z)-\-L(p[{z) = 1, 
in folgende Ober: 

30. ada'\'ßdb^ydc = 0, 
wo der Kürze wegen 

31. )ß = H(p[{b)-\^K^!,{b) + Lq>l{b), 

gesetzt worden ist. 

Diese Gleichung (30.) hat die merkwürdige Eigenschaft, dafs sie ent- 
weder von z gänzlich frei ist, oder irgend eine Function von z, als einen 
allen ihren Gliedern gemeinschafllichen Factor, enthält. 

Das Dasein dieses Factors sowohl, als die Art, solchen a priori aus- 
zumitteln, wollen wir im folgenden Paragraphe zeigen. 

§. 10. 
Stellt nemlich ^ irgend eine Function von 2^ vor, und mulfiplicirt man 
die Gleichung (30.) mit Z, so hat man 

Zada'{'Zßdb'\'Zyd€ =^ 0. 
^ir wollen nun nachweisen, dafs man Z immer dargestellt bestimmen könne, und 
dafs die letzte Gleichung von z befreit erscheine, weshalb folgende Gleichungen 

32. ^ = 0, 4i^ = 0, ^ = 

dz ^ az ^ dz 

identisch bestehen können. . . 

Multiplicirt man nemlich die erste der Gleichungen (31.) mit Z, so hat man 

CreUe*8 Joarnal d. M. Bd. XIV. Heft 2. 18 
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DifFerenzürt man nun die Gleichung (29.) nach cr^ so hat man 

H(p['{a,z)-\-K<ff^ia/z)-{-L(p'^(a,z) = - <p[iz)[H,(p[(a) -\- H,(p',(a) -{- H,<p',(a)] 

- if'^ {z) \K, if\{a) + K, ip\ (a) + K, cp\ («)] 

— ip'^ (z) [L, <p[ (a) + Lj <ip2 (a) -f Li y; (a)]. 
Multiplicirt man diese letzte Gleichung mit Z und addirt sie zur vorher- 
gehenden, so erhält man 

-\-Z(p',{a)[K,-\.(H,^IQ(p[(z)-\-(K,-L,)<p',(z)] 
\Z<f\{a) [L, + (fl, - LO yi(ar) + (Ä, - U) ip'^{z)\ 
Setzt man hier statt 9>l(z), 92(^)1 ^sC^) '''i'^ Werthe aus (28.)) so er- 
hält man 

und, wenn für a dessen Werth gesetzt wird, 

H^\{ja^-K^if\{z)\{H,-Liiip\{z) 

daher, wegen der beiden ersten Gleichungen (23.): 

_ gfl.(3.2)-[(2, l)+HJir.](3, l)+[(3, l)+flL.](2, 1) 

_ _ , 

oder 

H,-\-iH,-K,)ipUz)+(H,-L,)<p',{z) = ^', 

wo der KQrze wegen 

a' = £r3(3, 2)-K,(3, 1) + L,(2, 1) 
gesetzt worden ist. 

Auf gleiche Weise findet man 

und 

L,-iH,^L,)<p[(z)-\-iK,-L,)<pi(z) = J^- 

Wenn daher diese Resultate in die obige Gleichung gesetzt werden, so er- 
hält man 

oder, wegen der ersten der Gleichungen (31.): 

dz Idz ~ A J 
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Vertauscht man 61er a mit /9 und y, so erhall man die Werthe von ' , ' ; 

woraus das Statthaben der Gleichungen (32.) erhellet, wenn man nur Z fol- 
gender Gleichung gemäfs bestimmen kann: 

dz ' A 
Dieses Letztere hat, wenigstens theoretisch, keine Schwierigkeiten ; denn setzt 

man in dem Ausdrucke — statt w, y, p ihre Werthe aus den Gleichun- 
gen (27.), und bezeichnet man dann diese GrÖfse durch ^^ so erhält man 

wo ff jede willkürliche Function von a, b, c bedeuten kann, und e die 

Basis der natOrlichen Logarithmen ist. 

Multiplicirt man nun mit der so eben gefundenen Gröfse Z die 
Gleichung (30.) , so erscheint sie frei von z. Es hat mithin die p^rticuläre 

Auflösung (27.) der vorgelegten Differenzialgleichung (11.) das EigenthOm- 

liehe, dafs sie letztere in eine Diiferenzialgleichung von derselben Form, 

die eine Variable weniger als die vorgelegte enthält, transforroirt. 

§. 11. 

Die Gleichung (30.) ? welche nach Weglassung des gemeinschafl- 
liehen Factors in z blofs die drei Variabein a, h, e enthält, mufs sich immer 
durch ein System zweier Gleichungen integriren lassen; denn liefse ^ie auch 
ein einziges Integral^ jku, so erhielte man, wenn in dasselbe statt a, h, c ihre 
Werthe, die aus (27.) folgen, gesetzt werden, eine Gleichung mit den vier 
Variabein x, y, z, ;9^ welche das Integral der vorgelegten (11.) sein mflfste; 
allein diese ist im vorliegenden Falle eines einzigen Integrals nicht fähig; 
daher es auch die Differenzialgleichung (30.) nicht sein kann. Sucht ipan 
daher nach §. 3. die Integrale von (30.) und substituirt dann statt a, bj c 
ihre Werthe, die aus (27.) folgen, so erhält man ^ie allgemeinste Auflösung 
der vorgelegten Differenzialgleichung (11.) durch ein, eine willkflrliche Function 
enthaltendes, System zweier Gleichungen dargestellt. 

Eine Anwendung der Differenzialgleichung (11.) ist die Integration 
jeder partiellen Differenzialgleichung erster Ordnung dreier veränderlicher 

18» 
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Gröfsen. In der That : ist die partielle Differeozialgleichang erster Ordnung. 

33. <p(jc,y,z,p,q) = 

vorgelegt worden, wo p und q statt ^— und -j- geßetsst wird: so mufß d«% 

Integral derselben, welches eine Fanction von x, y, z sein wird, durch 
Diffejrenziation folgende gewöhnliche Diiferenzialgleichang geben: 

34. dz = pdx-\-qdy. 
DrQckt man nun aus der vorhergehenden Gleichung eine der Variabehi 
als Function der übrigen aus, und substituirt den Wertb derselben in die 
letzte Gleichung, so erhält man eine gewöhnliche Diiferenzialgleichung von 
der Form (HO? welche nach dem vorhergehenden durch ein System zweier 
Gleichungen, die eine willkflrliche Function mit sich führen, integrirbar ist. 

Diese zwei Gleichungen, mit der vorgelegten (33.) vereinigt, geben 
durch Elimination von p und q eine \Aoi^ x, y, z enthaltende Gleichung, 
die das Integral von (33.) ist. 

Um solches durch ein Beispiel zu erläutern, sei folgende partielle 
Differenzialgleichung gegeben: 

(a.) pq = z. 



Substituirt man den aus dieser Gleichung folgenden Werth von q in die 
Gleichung (34.), so gebt sie in folgende über: 

(Ä.) dz = päX'\-^dy. 

Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen (11.)) so hat man 
H^p, Äi= 0, »2 = 0, »3 = 0, 15^4 = 1, 

Kt=^j^ iSCi=^o, Ä2==^o, j£,=--, jr4=~p., 

L=0^ 1^1 = 0, 1/2=0, 1/3 = 0, 1/4 = 0. 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (23.)) so erhält man 

(2,l)=._t, (3,1)=-1, (3,1) = -^, 
und, wenn diese Werthe in der letzten Gleichung des §• 8. substituirt werden : 

P ' 
Es gehen daher die Gleichungen (26.) in folgende über: 

. äz , pdz . pdz 
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Integrirt man diese drei Diffgrenzialgleichnngen, so hat man: 

wo tf^ bj € die Constanten der Integrationen bedeuten. 

Diese drei Gleichungen sind dieselbe particulfire Auflösung der Glei- 
chung (A.)? wie es die Gleichungen (27.) für die Gleichung (11.) sind. 
X Differenziirt man nun diese Gleichungen nach allen Gröfsen, die sie 
enthalten, und substituirt die enthaltenen Resultate in die Gleichung (i.), 
so erhält man folgende Differenzialgleichung: 

Vernachlfifsigt man den gemeinschaftlichen Factor -^z, so geht diese Glei- 
chung, nachdem sie mit ^a multiplicirt worden, in folgende Aber: 

adC'\-db = 0, 
und diese Gleichung wird durch das System folgender zwei Gleichungen 

intetegrirt : 

ac-^-b = (p{a), 

c = (p\ä), 
wo (p{a) eine willkärliche Function von a vorstellt. 

Substituirt man hier statt a, b, c ihre Werthe, die aus den Glei- 
chungen (c.) folgen, so erhält man folgende zwei Gleichungen: 

^p ' ^ \z ^ 

Diese zwei Gleichungen stellen entweder das Integral der gewöhnlichen 
Differenzialgleichung (6.) vor, oder, nach Elimination der Gröfse p aus 
denselben, das Integral der partiellen Differenzialgleichung (a.). 

UL 

Über die lineare Differenzialglelchnng mit fflnf variabeln 

Gröfsen. 

§. 13. 
Es sei folgende Differenzialgleichung gegeben: 

35. dz =: Hdx-^^Kdy-^^Ldp+Mdq, 
wo H, K, L, M bekannte Functionen von x, y, z, p, q sind: so wollen 



138 13. Raabe, iib.d.lntegraUoHderDiff.Gl.dz=Hdr-{-Kdy-\-Ldp-\-Mdq+Ndri-eie. 

V 

wir zuerst die Bedingungsgleichungen aufsuchen, die Statt haben mflssen, 
damit sie durch eine einzige Gleichung integrabel werde. 

Denken wir uns,' es existire eine solche Gleichung, so mufs sie 
von der BeschaiFenheit sein, dafs, wenn aus derselben eine der Veränder- 
lichen, z. B. z, als Function von x, y, p, q ausgedrückt und differenziirt 
wird, die vorgelegte Gleichung zum Vorschein kommt. Stellt man nun 
dieses DiiFerenzial durch folgende Gleichung dat: 

36. dz == Adx^Bdy-\^Cdp'\^Ddq, 
so mOssen folgende Gleichungen als identische bestehen: 

37. A = H, B = K, C = L, D = M, 
wenn in den Theilen rechterhand der Gleichheitszeichen, fiberall wo z 
steht, dessen Werth aus dem angenommenen Integral substitairt wird. 

Nun sei: 

dK= Kidx-[K^dy-\-K^dz-\-K,dp-\-K,dq, 
dL = Lidx-\-Ltdy-\-Lidz-\- Ltdp-\- L^dg, 

dM = Midx-\-Midy-\-M3dz-\-Mtdp-{-Midq: 

so hat man, wenn statt dz dessen Werth aus (36.) gesetzt wird, 

dU = (H, + AH,) dx -f- (Ä, + BH,) rfr + (»4 + CH,) dp + {H, + DH,) dg, 

dK = iK,-\-AK,\dx-\-(K,-\-BK,)dy-{-(K,^CK,)dpi-(K,^DK,)dq, 
dL = (L,+ AL,) dx-\-(L,-\- BL,)dy\- (iv^-f CL,) dp-\-(L, ■\- DL,)dq, 
dM = (iW X -{- Am,) dx-\-(M,-\- BM,) dy -j- (iW* + CM,) dp -f {M, -f DM,) dg. 

Es ist aber der Theil rechterhand des Gleichheitszeichens von (36.) ein 
vollständiges Differenzial; daher geben die letzten Gleichungen, in Vereini- 
gung mit den Gleichungen (37.), folgende yoiiA,B,C,D befreite Gleichungen: 

KH, - HK,-\^H^— if, = 0, 
LH,-aL,^H,~-L, = 0, 

MH, - HM, 4- 05 - iff r = , 

39 ^ LK,-KH, + K,-L, = 0, 

MK,-KM,-{^K,-M, = 0, 

ML, — LM,-\-L, — Mt = 0. 

Finden diese Gleichungen Statt, so läfst sich für die vorgelegte Differen- 
zialgleichung immer ein einziges Integral angeben, welches wir auf folgende 
Weise bestimmen wollen. 
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§. 14; 

Man betrachte einstweilen eine der Variabein, z. B. q, als eine Con- 
stante: so geht die vorgelegte Gleichung (35.) in folgende aber: 

dz = HdX'\^Kdy^Ldp. 
Diese Gleichung hat, wegen des Statlhabens der ersten, zweiten und vierten 
der Gleichungen (SO.)? nach §. 5. , ein einziges Integral, welches wir durch 

40. z = ip{x, y, p, q, a) 
vorstellen wollen, wo q von den Cogfficienten H, K, L herrührt, und a die 
Constante der Integration ausdrfickt, welche eine willkärliche Function von q 
sein kann. Wir wollen nun nachweisen, dafs man beim Stattfinden der noch 
übrigen drei BediUgungsgletchungen (39.) a dergestalt als Function von q 
bestimmen kann, dafs dadurch die letzte Gleichung auch das Integral von 
(35.) wird. 

Zu diesem Behufe differenziire man die letzte Gleichung nach allen 
Gröfsen, die sie enthält, so hat man: 

dz = (p'(x)dX'\'(p'(y)dy'\-q>'(p)dp^q)'(q)dq'\-q>'(a)da. 
Vergleicht man diese Gleichung mit (35.), so erhält man folgende Gleichungen : 

(p'(x) = Ä, y'(y) = K, q>\p) = L, 
q>\q)dq-\'q>\d)da = Mdy, 

und aus der letzten derselben: 

41. da = ^-X^*^^ dy. ' 

Soll nun a als Function von q aosgedrüekt werden können , so müssen fol- 
gende Gleichangen Statt haben: 

' d.Itz^M j M-qf[q) j M-fif(q) 

<f^(al _ A <f^(a) _ A y'(a) _ a 
d^ "' ^ "' ^ — "' 

welche, da man anf gleiche Weise, wie in den $$. 2. und 5., auf folgende 

Gleichungen geführt wird: 

dx (p'{a) ' 

dy — qf(a) 

dp — q/{a) ' 
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unter den oben ausgesprochenen Bedingungen in der Tfaat realisirt werden. 
Bestimmt man also durch Integration der Gleichung (41.) a als Function 
von q und einer neuen willkfirlichen Conslante, und substituirt diesen Werth 
in der Gleichung (40.), so erhält man das gesuchte Integral der vorgelegten 
Differenzialgleichung (35.)- 

§. 15. 
Finden hingegen blofs je drei der Bedingungsgleichungen (39.) Statt, 
in welchen einer der Coefficienten H, K, L, M gänzlich fehlt, z. Bu die 
erste, zweite und vierte, die sämmtlich den Coefficienten M nicht enthalten: 
so gelangt man, wie im vorhergehenden Faragraphe, zu den Gleichungen (40«) 
und (41.) daselbst; allein, da man nunmehr auf gleiche Art wie daselbst nicht 
fortfahren fcann, so setze man: 

wo y^ijf) eine willkärliche Function von q vorstellt; dann gehen die eben 
citirten zwei Gleichungen in folgende über: 

ilf = y'(y) + <p'(V/(y))v^'(y), 
welche dann die Integrale von (35.) sind. 

§. 16. 

Findet auch dieses nicht Statt, so unterliegt e$ keinem Zweifel , 4afs 
der Differenzialgleichung (35.) durcb ein einziges Integral Genäge zu thun 
unmöglich ist; allein dann bleibt noch zu entscheiden übrig, unter welchen 
Umständen derselben durch ein System zweier Integralgleichungen Genttge 
gethan werden könne. 

Um diese Frage, ebenfalls in ihrer Allgemeinheit 9 isu beantworten, 
setzen wir voraus, es existiren zwei Gleichungen, dje die Yariäiieln x, y, z, 
p, g enthalfen und der Differenzialgleichung (35.) als Integrale entsprechen. 
Denkt man sich aus diesen Gleichungen zwei der Variabein ^ z. B. 2r und ^^ 
als Functionen von Xj y, p, ausgedrückt, und stellt die Differenziale der 
letztern durch folgende Gleichungen dar: 

42 )^* "^ AdX'\^Bdy^Cdp, 
]dq = A'dx-\'B'dy^C'dp, 
so hat man, durch Substitution dieser Werlhe von d», dq in (35.), fol- 
gende Gleichung: 

{A-H—MA)dx-\-{B-K-l!dB')dy^{C^L--MC)dp = 0. 
Es soll aber nach der Voraussetzung zwischen x, y, p keine Relation be- 
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stehen; daher mässen folgende Gleichungen^ 

iA = H^MA', 
43. B = JSC4- MB', 

[C=L + MC', 
idenlisch SlQlt haben, wenn in H, K, L, M äberall, wo z und y steht, ihre 
Werthe aus den vorausgesetzten Integralen substituirt gedacht werden. 

Ferner hat man, wenn in die Gleichungen (38.) die obigen Werthe 
von dz, dg gesetzt werden, folgende Gleichungen: 

dH = {H,^AH,^A'H,)dx^{H,^BU,^BH,)dy^U,^H,C^U,C)dp, 
dK = {K,^AK,^AK,)dX'\-{K^\'BK,\-B'K,)dy^K,-^^^ 

dH = (L,-\-AL,i-A'Zs)dxr\^{L,-\^JfL,-]rB'L,)dr+L,^ 
dM = iM,^AM,-i^AMs)dx-{-{M,\-BM,^B'Ms)dy+^ 
Berücksichtigt man nun, dafs die Gleichungen (42.) vollständige Differen- 
ziale sind; ferner die Gleichungen (43.) und die zuletzt aufgestellten: so er- 
hält man folgende drei Gleichungen: 

. ((2,l)-(4,2)^' + (4,l)Ä' = 0, 
44. (3,l)-(4,3)^' + (4,l)C' =^ 0, 
((3,2)-(4,3)B'-f(4,2)C' = 0, 
wo folgende Abkürzungen eingeführt worden sind: 

JKÄj-ÄKj+Ä.-Ä, = (2,1), 
LH,-HL, + Ih-L, = (3,1), 
MH,-UM,^H,-M, = (4, 1), 

JUK,-KM,+K,^M, = (4,2), 
ML, - LM, -\- L, - M, = (4, 3). 
Maltiplicirt man die erste der Gleichnngen (44.) mit (4, 3) und die zweite 
mit (4, 2) und subtrahirt die so erhaltenen Gleichungen von einander j so 
ergiebt sich, wenn die dritte derselben Gleichungen berücksichtigt wird, fol- 
gende, blofs von den CoefGcienten H, K, L, M abhängige Gleichnng:. 

46. (2,1)(4,3)-(3,1)(4,2) + (3,2)(4,1) = 0, 
woraus ersichtlich wird , dafs die Existenz eines Systems zweier Integrale 
für die Differenzialgleichung (35.) an die Erfüllung der letzten Eiedingungs- 
gleichung gebunden ist. Läfst man irgend einen der im vorhergehenden Pa- 
ragraphe erwähnten Fälle Statt finden, so geschieht der so eben aufgestellten 
Bedingungsgleichung Genüge, weshalb auch beim Statthaben eines dieser Fälle 
das System der beiden Integrale angebbap ist. Wie man aber zu verfahren 

Crelle's Joarnal d. M. Bd. XIV. Heft 2. 19 
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habe, weno blofs die letztere Bedingungsgleichung Statt findet, wollen wir im 
nächsten Paragraphe zeigen. 

§. 17. 
Da die Gleichung (^6.) eine der Gleichungen (44.) ersetzt, so kann 
man aus letztern blofs zwei der Gröfsen A\ B', C als Functionen der dritten 
bestimmen. Drückt man also aus den beiden ersten B' und C aus , so hat man : 

™ (2J) I (4,2) ., 

" — (4, 1) i" (4, 1) "* ' 

C (3.<) , (4,3) ^, 

^ — (4,1)T(4,1)^- 

Sobslituirt man diese Wertbe von B', C in (43.)) so hat maR: 

'^ = ^-^^ + ^^^'' 
und wenn diese Werthe von A, B, C, B\ C in (42.) gesetzt werden : 



+MA'{d.i.^är-\.^dpl 



da— (2,1) . , (3,1) . 



oder 



dz = Hdae-\-Kdy-\-Ldp-^]!lidq, 

Allein A' bleibt völlig unbestimmt; daher gehen die letzten Gleichungen in 
folgende drei über: 

dz = Hdx-\-Kdy-{-Ldp-\^Mdq, 

•y (4, 1) ^y (4, 1) *''» 

dx=-^^^dY-^^^dB 
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Man ersieht bieraas, dafs jede Auflösung, die diesen Differenzialgleicbungen 
Genüge thut, es auch der vorgelegten (35.) thun wird; denn die erste die- 
ser Gleichungen ist mit der vorgelegten identisch; allein da wir hier blofs 
drei Differenzialgleicbungen und fflnf Variabein x, y, z, p, q haben, so wollen 
wir einstweilen eine dieser Variabein als Constante' bebandeln und zu Ende 
in der Rechnung auf diesen Umstand Rflcksicbt nehmen. 

Betrachtet man also einstweilen tf als eine Constante, so gehen die 
letzten drei Differenzialgleicbungen, mit Berücksichtigung der Bedingungs- 
gleichung (46.), in folgende über: 

47. {dy=-^dz, 
dp = -{-^dz, 

WO 

A = »(3,2) — J£:(3,1) + /y(2, 1) 
ist. Stellt man nun die Integrale der letzten drei Differenzialgleicbungen durch 

ix = ipi{z, q, a, b, c), 

48. j y r= ^^(z, q, a, h, c), 

vor, wo q von den Coöificienten H, K, L herrührt und a, b, c, die Con- 
stanten der Integrationen vorstellen, so wird, wenn in die vorgelegte Dif- 
ferenzialgleicbung (35.) diese Werthe für x, y, p, unter der Voraussetzung, 
dafs q constant und a, b, c veränderlich sind, substituirt werden, eine 
lineare Differenzialgleicbung zwischen a, b, c zum Vorschein kommen, die 
wohl q enthalten kann , allein von z gänzlich befreit sein wird y oder höch- 
stens irgend eine Function von z, die wir in §. 10. bestimmt haben, als 
gemeinschaftlichen Factor enthalten kann. Allein wir sind im Falle des 
Stattbabens der Bedingungsgleicbung (46.) nachzuweisen im Stande, dafs, 
wenn dieselben drei Integralgleichungen in die vorgelegte Differenzialglei- 
cbung (35.), auch unter der Voraussetzung, dafs q variabel sei, substituirt 
werden, dafs dann noch die erhaltene lineare Differenzialgleicbung zwischen 
a, b, c, q von derselben Beschaffenheit rücksicbtlich z verbleibt. 

. §. 48. 
Zu diesem Ende differenziir^ man die Gleicbungeq (48.) na^di allen 
Gröfsen, die sie enthalten^ so bat man: 

19» 
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dz = yi (ar) dz -f y'i (g) dq -\- <p'i{ä) da ■}■ <p\ {h) db\<f\ (c) de , 
dy = (p2{z)dz-\-(pi{q)dqA^q)'^{a)da-\-<pi{b)M-\-(p[{c)dc, 
dp = (pi{z)dz-\-(pi{q)dq-\-<p'i{a)da-\-(ffi{h)dh-\-^i{e)de. 

Sabstituirt man diese Wertbe von dx, dy, dp in die Gleichung (35.)? so gehl 
sie, wegen 



9'i(«) 



(3,2) 



49. ;y;(2) = _i3dl 

aus welchen Gleichungen 

50. H(p\{z)-\-K(p'^{z)-\-L(p'^{z) = 1 

folgt, in folgende aber: 

ada-\-ßdb^Ydc-\-ddq = 0, 
wo 

« = Hyl (a) + Ä:y5 («)+!' 94 («), 

ist. Giebt es nan eine Fnnction von z, die wir Z nennen wollen, welche 
macht, dafs die Gleichung 

51. Zada^Zßdh-^-Zydc^ZSdq = 

von z befreit erscheint, so müssen folgende Gleichungen zugleich bestehen 
können : , 

d.Za _ ^ d.Zß _ ^ d.Zy d,Z8 _^ 

^^- 1F"— ^' "Ifc" — ^' "^"=^"' ""^~— ■ • 

Die drei ersten dieser Gleichungen können, wie wir in §. 10. gezeigt haben, 
fflr jedes Z bestehen, welches der Diiferenzialgleichting 

^+^4 = 

Oenflge thnt, wo a den im vorhergehenden Paragraph angegebenen Werth 
hat und 

a' = Ä3(3, 2)^1^3(3, 1) + I/3(2,1) 

ist; wir haben daher blofs noch nachzüfweisen , dafs anch den vierten obi- 
gen Gleichungen durch das nemliche Z Genfige geschieht 
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Es ist: 
d.ZS 

Differenzürl maa nan die Gleichung (50.) nach y, so hat man: 

-vi{s)[L,9:;CvJiL,9:;(9)-fL.y-;C9)+i>,l. 
iMulliplicirt maD die letzte Gleichong mit Zi und addirt sie zur vorhergehenden, 
so hat man: 

+ Ä)^ (f ) [L, - (fl, - 1..) vi C«) - (-K4 - i'.) vi («)] 

Sobslitoirt man hier für ^[{«), 94(2)1 V'U^) '^^^ Werthe ans (49.)« so hat 
man, wie in §. 10.: 

und der Cdöffioient von Z in def vierteo Zeil0 der vorhergehenden Gleichung 
geht, wenn auch fflr & dessen Werth gesetzt, wird, in folgenden Aber: 

— 13.2)[— tfAf,+H, — Jtf,3 + (3,t)[-yJH, + Jr.— Jtf.]— (2.1)[— LJtf.4-I,,-JtfJ 

oder wenn die Gleicbongen (45.^ jberflcksicbti^ werden, in folgenden: 

—(3, 2)[(4, 1)'— ji<ft.]-f (3, i)ii4,2)—MK,-] — {2, 1)[(4, 3)— JtfL,] 

a ) - ■ 

and wenn der Zflhier entwickelt und die Bedingungsgleicbnng (46.) berOcfa- 
sicbtigt wird, in folgenden : 

, , . :; :. <• : ■'. ^., 

Snhsliloirt man diese WerÜie in deü obigen Werth ven -^- , so erbfilt man, 
wenn der Werth von d berOcksichtlgi wird: 
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woraus erhellet, dafs man sämmllichen Gleichungen (52.) dorch «in und 
dasselbe Z Genfige thun kann; also ist die so reducirte Gleichung (51.) 

von is befreiet. ^ 

§. 19. 

Nachdem wir nun gezeigt haben, wie im Falle des Stalthabens der 
Bedingungsgleichung (46.) die vorgelegte Differenzialgleichung (35.), wdche 
5 Variabein enthielt, in eine andere (51.), die blofs 4 Variabeln eiithilt, 
transformirt werden kann, hat es auch weiter keine Schwierigkeiten, die 
beiden Integrale von (35.) anzugeben. 

Man integrire nemlich die Differenzialgleichung (51.) nach den $§.7,8, 
9, 10, 11 durch ein System zweier Gleichungen, die eine willkOrliche Func- 
tion mit sich föhren^ und substituire in dtesd zwei ^ntfgrale statt a, (^ c ihre 
Werthe, die aus (48.) folgen: so erfaült mun die zw«i verlangten Integrale. 
Dafs man der Differenzialgleichung (51.) nicht durcii ein einziges Integral 
genflgen wird, läfst sich durch eine Ähnliche Betfachlung, wie im §. 11. von 
der Gleichung (80.), dartbun. 

§.20. '^ ' 

Als Anwendung des in den tier letzten: Paragrapheil Vorgetragenen 
itann man die Lösung des folgenden Problems ansehen. 

Stellt z irgend eine Function von x, g, p vor, und bezeichnet man 

die partiellen Differenzialcoefficienten ^9 ^9 ^ ^^ Kflrze wegen durch q, 

Vy s: so entsteht die Frage, ob zwei gegebene Gleichungen, die die Gröf&en 
^y ^y y> Pß ^3 ^y * euthallön, wie z. B. 

gleichzeitig bestehen können; und wenn dieses Stiitt findet, die Auf^be : das 
Integral derselben anzugeben. 

Haben die beiden , vorgelegten partiellen DiffereiiZii^gleichpQgen ein 
einziges Integral, so mufs es, durch Differenziation, folgende Gfleiohung geben : 

54. dz = qdx^'\-rdy'\'Sdp. 
Sucht man nun au3 den vorgelegten Gleichungen (53.) zwei der Variabein 
als Functionen der äbrigen, 2. B. r md^r^ als Ftmotionen yon x, y, p,*^, 
und substituirt diese Werthe in die letMe; Qletcbpng, so erhfiU man eine 
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liaeäre Diflferenzialgleichung zwischen den 5 Gröfsen z, x, y, p, q. Thun nun 
die Coefficienten dieser Gleichang der Bedingungsgleichung (46.) Genüge, so 
ist sie durch ein System zweier Gleichungen inlegrirbar, und wenn aus diesen 
gefundenen zwei Gleichungen q eliminirt wird, so erhält man das Integral 
von (53.). 

Als Beispiel seien folgende zwei partielle Differenzialgleichungen gegeben : 

z 
\_4 = 0. 

Setzt man die Werthe von r und ^ aus diesen Gleichungen in (54.), so hat man: 

(J,) dz =z qdx-{^^dy + ^,dp. 

Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen (35.)9 so hat man: 



H . 


— 9> 


B, 


-0, 


H2 ' 


= 0, 


B,- 


0, B,. 


= 0, 


i».= 


= 1, 


K = 


_ 7 


K, 


0, 


K, 


-0, 


K,- 


3. K - 


= 0, 


K,= 


1 

~ z' 


L = 


_ 9 

~ z" 


L, 


= 0, 


L, 


-0, 


L,- 


z'' ^^■ 


-0, 


L,= 




M = 


= 0, 


M^: 


-0, 


M^ 


-0, 


M,= 


0, M^. 


0, 


M,= 


= 0. 


Die 


Gleichnog«]! 


(45.) gehen ( 


dann In 


folgende 


) über: 












(2i 1) 




(3, 1) = 


_ 27* 


(4, 1) = 


=1, 










(3,2) 


7* 


(4, 2) : 


1 


(4,3) = 


1 







Da beim Substilniren dieser Werthe in der Bedingungsgleichung (46.) die- 
sdbe realisirt wird, so ist die Gleichung (6.) durch ein System zweier Glei- 
chungen integrirbar; mithin können die partiellen Differenzialgleichungen (a.) 
gleichzeitig bestehen, deren Integrale wir nunmehr bestimmen wollen. Be- 
Tflcksichtigt man die so eben gefundenen Resultate, so gehen die Differenzial- 
gleichungen (47.) in folgende über: 

d«r = 0, dy = -—2zdXj dp=:z^dx. 
Integrirt man dies^ drei Gleichungen so hat man: 

(£?.) z = üj y = — 2ax'\'b, p =^ ä^x-\-c. 
Differenziirt man dieselben nach allen Gröfsen, die sie enthalten, und substi- 
tuirt die gefundenen Werthe von dz^ dy, dp in der Gleichung (6.), so geht 
sie, nach alten Reductionen, in folgende Aber: 

c^da'-ai/dh—qdc ^ 0. 



/ 
/ 
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Da nun diese Gleichung blofs die vier Variabeln a, b, c, ^ enthitt, sa inter 
grire man sie nach den §§. 7, 8, 9, 10, 11 durch ein System zweier Glei- 
chungen. Fuhrt man diese Integration aufii, so erhält man: 

. c-^-ab = <p(4i), i< 

wo q) {a) eine willkfirliche Function von a vorstellt. 

Setzt man hier statt a, b, c ihre Werthe aus den Gleichungen (c.)? 
so hat man: 

+ gY^2xqZ'\-z'' = g(p\z), 
welche zwei Gl'eichungen die Integrale von (6.) sind; und da die erste dieser 
Gleichungen von (/ bereits frei erscheint, so kann man sie als das Resultat 
der Elimination von y aus diesen beiden Gleichungen ansehen; sie stellt mit-, 
hin das Integral der beiden partiellen Differenzialgleichungen (a.) vor. 

§. 21, 
Es bleibt uns also noch der Fall zu betrachten öbrig, wenn auch 
der Bedingungsgleichung (46.) nicht Genüge geschieht. 

Da in diesem Falle der Differenzialgleichung (35.) weder durch eine, 
noch durch ein System zweier Gleichungen Genüge geschehen kann, so bleibt 
uns jetzt die Untersuchung übrig, ob sie ein System dreier, Gleichungen als 
Integral erfordert. 

Man setze also irgend ein System dreier Gleichungen zwischen Xj y^ 
^j P> 9^ so kann man aus denselben drei der Variabein, z.fi. z, p, q, als 
Functionen der beiden andern x, y sich ausgedrückt denken; Stellt man die 
Differenziale dieser Gleichungen durch . , .., . . 

[dz = Adx '\'Bdy, 
55. \dp ^ Adx -i^B'dy, 

[dq = A'dx^B^'dy , 
vor, so müssen diese Werthe von dz, dp, dq, in (35.), substituirt, dersel- 
ben für jede beliebige Relation zwischen .;^,,^^d y Genüge, th\in,, d. h. ,es 
müssen dann folgende Gleichungen: 

identisch bestehen, wenn in H, K, iL j, Jf überall, y(p z,]p, q^.slehly ih^re 
Werthe aus den vorausgesetzten Intrega^ sultatituirt gedacht werden. 
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Subslituirt man nuD in den ' GleichuBgea (38.> «tflU <fo, dp^ df:\hB9 

Wertfae aus (&5.)i so hat man: <■ 

dB = (B,+AH, + Ä'H.+ Ä"H,)dx+lH,-fBB, + B'H,-\-B"a,)dy, 

dL = (t,+4t,4-^'i,.-{^ii'X,)<fc-f(.ta4-»ifl+B'J^.'+=B"i^)<'r. ■ 

iU = IMt-^Any\-Jtmi,^A"M;,dx-\iM,\'BWi,\«aU^K'M,-)dr. 
Berücksichtigt man , dafs die Gleichnngen (55.) vollständige Difet-enaiale sioit; 
ferner die Gieiel^ungen {g'!)^ und die ' letzten 'Gleidiongett: so erhält man 
noch folgende Gleichung: ^ 

57. (2,1)+(3,1)B'— (3,^) J'+(4,'l)fl"-C4,2) J"J-(4,3){J'B"-4"B') = 0. 
Da Vvir' iiier l>lö^9 drei Gleichungen, nemlich die (56.) und die letzte, ge- 
gen 6 unbeliaonle GrQTsen A,B, Ä, B', A", B" haben, und aus denselben, 
wie ein einfacher Anblick zeigt, ketne Gleichung erhallen werden kann, die 
von den Ietzten"^'öri(iseo, frei wtire, so ist kein Grund vorhanden, der vor- 
gelegten Differenzialgleicbn'ng (3h.) ein System dreier Inlegrale abzusprechen: 
allein wir wollen noch flberdies zeigen, wie im vorliegenden Falle dieses 
System zu finden , sei. , . 

Jl- '■■^■7 S'i^^ '■.:'': -■ .'K^'' / ' '1 s' ' '■'■■ ' - ■„■, 

Snch'i ittan .ans', den Gleichijngen i^G.% (57.)' drei' der tiröfseq A,By 
Ä',B, A", B', z.B. A,ß„A",, salM\ nuit: „ ' '''' 

A — H-^UA ,'. ■ (4, 2)+ (4, 3)» \ 

B = jr+tB'+ilU»;', ,^ . \, " 

A,, f>, t) + (3,.i) g-(3, 8)^4 [(4,'i)'-|-(4! 3)A'^ Bf 

;■*'=»■ ' '■ '^ ■"■(4,i»(+(*.3)*" '''■■'^'" ■''■;•;■■■■ '• ' ■"'• 

SübsUtilirt man.dies.e V^ertüe.in den Gleichungen (bs.)', so ergeben. sTcfa'^^ot- 
geäde 6leichuiigeij:' 

■■.'■■■:;■.-. ,tf/.:; ^ iL jBa^i[>jay-fiiiii>f «a», ■'■" ■'"'■"■" 
■"'■■' -■ "■■ '"4 = J'if'^i^'B-ii'7 ^■' ■<:■'■'•'< ■"■' "-"•' ■■'■■^"•■^ 

+B"H4,i)<ix-\-(*,!i}dr+(*,3)dp]. • ■'-" ■ 

AllelD da B' ganz willkOrlich 'bleibt,' 'so zerfällt .die letzte Gleichung in fol- 
gende zwei; ' ' ■' \ . '' V , " 

[(4,a)+(*,3)«]#i=.;[t|»s,l):+(3,il)|»'te,(3,8M.']*>', .. , ■■ 
•:■:,;..,' ,.t,.„ .;.'..: 9,w!,-£(!l,',t>*i4'«i»>*!+(««3)*J-ji 
Vergleicht man 4|«(,l»l^t^.(li«)f| |jyei|:h||ntM;ait~^,?lfeiHn:,jeri ywtwgw- 
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bfindep drei Gleicbuiig:eti, sd sieht man, dafs 

. , ^ ^ (4,3)' " ~ K^ : 

sein uinK, Qod vrenn diese Wertbe ia die erste der Torfaergdhenden.awei 
Gleichungen substilnirt werden, so erh&lt man: .. . 

*= [(2,lJC4,3)-(3,l)(4,3j+C3,3XC4,l)]<te; 
vro^ans also entweder 

,, .,, , C2,1)<4,3)-(3,1)C4,2H(3,?)C4,1) = 0,. '.;..,. 
oder 

äx==Oj folglich X = Const. 
folgt. Allein die erste Gleichang, die mit der Bedingungsgleichung (46.]^ 
idenlisch ist, findet, vermöge Voraussetzang, im vorliegenden FaUe nicht 
Statt; also mafs die zweite bestehen; woraus wir daher ersehen^ da& man 
in der vorgelegten DifferenzlalgleicbuDg (35.) eine der Variabein einstweiten 
als Constante ansehen mflsae, um zn den drei Integralen derselben sn gelangen. 



Betrachtet man also in der vorgelegten Differenzialgleichnng (35.) 
^e. der Variabein, z, &• q, einstvfeilen als Constante, so geht sie in fol- 
gende aber: j 

dz =; ttdx-\-Kdy-{-Liltp. 
Diese Gleiehnng rednzire man nach, den $$. {^ ^r'^t 10, 11 to eine andere 
von der Form: ., 

wo a, ß, Y die neaen Va riaB c I n a,.,j>^ e enthalten; femer ein« allen drei 
Grftfaen gemeinschaftlichen Factor, .der eine Function, von z sein wird, nad 
endlich die Grfifse q, ih so ferif sie ans den Codflicienten H, K, ti enispringt, 

Integrirt man nni^^die ,l^t^te Glei^ung .durch ei^ System zweier Gtei- 
ohungen, indem noch immer q als cons.lant b^andelt Yi^rd, so hat man, wenn 
diese Gleidiung qjt.der jn,jlen ^S.> 1, 3, 3 verglicheii wird, folgende swei 
Integrale: ^,, - ,' ' ; 

wo 9> eine'lKkiniite' und "^ \iAtk nällkSirllcbe Pipetten' verstellt. 

Berto*hflkhägt mÄn-^-Üi^ Vai4)ibitil4l' Vofffyso mofs man nnter der will- 
ifflittiAeii^pBBelkm'^'flaflWrvitfMi^ f<^äh bHng«nV4^ ' '" -- •' 

!!;■ ,'J .Mli .1/ .1.; I' ,1 ■.-.i.-i . iJ,-n3 
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/-' -^y-V= ^'(c):^-ä<p'(f(c,g))y/_(c). 
Sabititairt man in diese Glefc&angdi die. Werlhit Ton a, b, c, die durch x, y, 
z, p, q ansgedrOckt ,eeifl wAdea^'.UDd dtffereDSUA d^tn die erste derselben 
nach sJininitlicheD 5 Yviahelaji so nuift sla, veroU^e der zweiten dieser Gtef- 
cbongen, von der Gleiuhaiig f3Ö.) tlofs'lik^dem.mit i2y behafteten Gliede ab- 
weichen; denn wenn q als «ine Gonstahli hebtUidelt wird, murs die Cber- 
«nstimmang vollslfindiff eei^.' -Sefit imä).\sIso. -diese verschiedenartig aas- 
sehenden Coefficienten ) von rff -einander ' ^eich, , ^0 evgiebt sich eine dritte 
Gleichung, welche, mit den. beiden erstäi ver^rin^, die drei Integrale der 
voBfelegtea Difftrenzielgteicfeuig darMeten \wird.' ' jiluti. >< , < / 

IV. '"■■"■"' ■■"■'■ '' 

,0.ber die lineare DifferenziBl,gIeichung mjt secb^ ya,riabetn 
, . . Gröfsen. , ' . 



• §.24. 

-.;l;f) ■■s:r. , 58. .(i9'i= A«r.i{-£dfr+I^+^>%-|-'^^'-- '-'-<-'' '^ 

and \'-'--.. ). ;. , .j.i .i-.i^ .,:\ .^-i- 

dK = K^dx-{-K,dy-\-K,dz'i^K^dp^K,dq^K^dr.i- yjf 
dL ~ Lydx\-L^dy-^Lidz\-L^dp-\-L,d<i\-Lt,dr^ ■rHi'^f- 
dM = M,dx-\-i%dy-]^M,dx-\-lU,dp-\-i%d<f-\-Hsdr, .: ,;, . 
diV = iV,rfa7-J-A;</j-4-iV,i/c-f iV,rf/»-i-A;rfr/-l-i\o(/r. 
So8 unn die DüFerentialgleichöng (58.) ein einziges Inlegral zulassen, so 
.denken wir uns aus demselben die Variable s entwickelt, und wenn dann ' 
'■ 60, dz = Adx-\-Bdy^Cdp-\-Ddq-\-Edr 

gesetzt wird, so bestehen folgende Gleichungen: . ^ 

' "'ei. A = H, B^K, C = L, D =^'M*,'ß''i^M.-.W^^ 
wenn in den Gröfsen rechlerband der Gletchbeitszeichen, überall wo z steht, 
sein Werlh aus dem vorausgesetzten Inlegral substituirt gedacht wird. 

Setzt mau nun den letzten Werth von dz in die Gleichungen (59.} 
■dd,berficl(sichligt, dnfs die Gleichung (60.) ein vollständiges Differenzial voiv 
stdhsffeniec die<GIeichangeB (61.): so erbMltnnn folgende GleichuBgen: et 

20* 



!'J i.M 



■Id« ii>< naaue, uy,a. imegrtnwuaer uii,. ^ 

2) L£r, - HL, + fi» - A = , 
. 3) i»fÖ3-ÄM,4-jEf5--if,i='0, 

-;•. 5) i>ifj--Äi3-|-i^*- iii==»'0/ '• ' ^ • ••' •"•' 

■ ^)' MLi—LMi-^-Lt—Mtt'^ Ol, .■■■«■■ 

: i 9) <2VIq-— "fciVj'f l^i'^iV« ÄiS- OV ' ''>.:. 1. .-,.,;•,. 

'•'i' •■ :--^' • iO).'2Viifi-^iifiv,4Äi.^izv5= 0, . •• ■• ..:: ••;-.i;' 

woraus erbellet, dafs die Existenz '«Mies: «Anzigea Integrals fdr die HiffeKM*^ 
zialgleichung (58.) an die ErfflUung der so eben aufgestellten Bedingungsglei-, 
chnngen gebunden ist. 

§.25. 
binden dieselben 'l^tatf, so beträShile man einistweileri eine der^Variabelo. 
Z.B. r, als constant. Die Differenzialgreicbung (58.) geht dann in folgende über: 

dz = Hdx + Kdy^^Ldpi^Mdq. 
Diese Gleichung läfst, wegen des Slatthabens der l*'*^», 2*"% 3**, ö?*", 6**% 
8^'''' obiger BediBgnngsgMchungen , nich den §§. 13^-14 ein einziges Inte- 
gral zu. Stellt man dasselbe durch > *m 

vor, wo r«Ton den Cc^fiffiöienteta 17^ K, L, üf « herrührt ,QnM a die Con- 
stante .der Integration Torstellt, die auch jeder willkflrlicheB Fnnition von 
r gleich gesetzt werden kann; s(r kann viaii durch die AnAabnie, dafs r ver- 
finderlicb-'Sei^ a 'deVge^aJt ols Fünotion von r bestimmen, da^s dieselbe In- 
tegralglaifibung der DiSerepzialglei^bung . i^Oi i ^^'^ Yariabels^in deis r ^ ,^b|^^ 
fallfiifenOgU 



j/'.'}' y ^.. i •■ '" '»,.■.. f i-'^i ..-?''■■:-*■.' 



Zu diese|^,^wecH^ differ^üre jDMin diese Integralgleichung, so hat man: 
dz = 9>'(a?)rfa?4-y'(y)l*y-f y'^^^^ 
Diese Gleichung mufs idenliscd fntt (5^.^ seiii, unter der VorausseizungV daf 
r, folglich auch'n^ oihstant sei ; 'daher ^at 4ian fblgentib Gleichung: 

. . • . 1 63. da T== ^ ^ .7. — »r . 

Vmt dioMr SUieboi^ tiksta man (aQftlgjbnoUraWeifie, Wie jd $$. »^ 5, 
nachweisen^ iairs3ai0:Mm^StatdMibenoderr4^j V^!^*9(% 10"^ obiger Bio 



K- 
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giig^lekiaDgML VQD den \»iBbfAB' ir, y,Zi p, q iefreil ist; man kana da- 
her 4nrcb fotegralioii^ter leWea Gleichaiig n als Fanction von r und einer 
neaen willkflriidiea C^nstanle bestimmen, nnd wenn dieser Wertb von a in 
(63.) gesetzt wird, so «rhBlt man das nater diesen Umständen Stall habende 
, allgemeinste Integral. - 

$.26. 
Finden biagtigen tob den obigen Bedingongsgleicbungen blofs je 6, 
die einen der Bucbdtaben H/£,Xj Jf. iV nicht enthalten, Statt, z.B. die 
1"% 2*% 3'% 5'% 6"y8'^6leiohBng, in welchen der Bachstabe A^ gänzlich fehlt: 
80 verfahre män^ wle'hn, vorbfjrge&endea Fartgraphe bis za der Gleichang 
(620, in welche man statt a jede willliflrliche Function von r setzen kanü. 
Ferner gelangt man zDit Gleichang (63:), aas welcher sich im gegenwärtigen 
Falle a nicht mehr als bekannte Fanction von rangeben IS&t Daher setze man: 



iV-y'(r) _ 



tf'ia) 



^ VW) 



so ist a = y{r)i and. die vorgelegte i)ifferenziBlgIdicfaaDg (58.) wird dann 
durch das System folgender zwei Gleichungen.' 

: «. = 9 (x, y, p, q, r, ip(r)), 
N=y(r)+9)'Cv(r))ytr) . 
integrirt, in welchen vC*) j^de willbfirilche Function von r bedeuten kann. 
§.27. 
Findet also nur irgend eine der obigen Bedingnngsglcichungen nicht 
Statt, so ist die vorgelegte Differenzinlgleichung (59.) eines einzigen Inte- 
grals nicht ffihig. Es bleibt uns mithin die Untersuchung anzustellen übrig, 
nnler welchen Umständen sie ein System zweier Integrale zuläfsl. 

Man denke sich, die DifTerenzialgleicbung (58.) habe zwei Integrale, 
nnd es ergeben sich, wenn aus denselben z\Yei der Variabein, z, B. s und q, 
ausgedrückt und dilTerenziirt werden, folgende Gleichungen: 
idz = Adx^ Bdy-[- Cdp-\- Ddr, 
^*- \dq = A'dx-^B'dy'YC'dii\-D'dr. 
Setzt man diese Werlhe von dx, dq in (58.), so mufs die Gleichung für jede 
beliebige Relation zwischen x, y, p, r bestehen, wodurch sich dann folgende 
Gleichungen ergehen: (Ä = HA-MA! 

,. ,, , j^ = K\MB'. 
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Substiluirt man ferner dieselben Werthe rttn di, dq m> <59.).iiari I 
sicbtigt, dafs die Gleicbangen (64.) voUstAndige DäTerenBiale lind^tM w 
hAlt man anrser den Gleicfanngen (65.) nocb folgend» Gleicluui^eDi: ' >• \\:>i ■ 

!(2,l)-(4,8)^'+(4,l)B' = 0,- ■, ,,..■ . i-.-.l 
(3,1) — (4,3)^'+(4, 1)C = 0^ _■.:... ,1- : iv;:. 
(6,l) + (5,4)^' + (4,l)fl' = 0, 
(3,2)-(4,3)B'4-(4,2)C.=.0,. .: 
(5,2) + (5,4)B'+(4,2)fl'.= 0, . 
(5,3)+(5,4)C+(4,S)i>',o=0, ■, 1 
zar Beslimman^ von A, B^ C, D, A'y B't_C!'i ly^ vtojfoigenio- AJikOtmngeB 
eingefflhrt worden sind: , ,' ... :^/. ; : .. V'm 
KH.-HK,+fl,-K, = (2*1), , , . 
LH.-HO,-{^H,-L, = (3,1), ,, ,, 
MH,-HM,-\-U, — M,=, (4,1), 
iVH,-HA'. + fl-.-]V, = (5,1), 
LKi — KL,\-Ki~L, = (3^2), 1 . ■> • » i>i •■ 
MK,-KM,-^K,-m,u=(i,i), . : ,; ,;:■ ,1 ,r. , 
NK,-K\, + K,-1<I, = (5,2), 
Mi,— tJ», + i/,-Jf, = {4;3), 
Ä£l-tiV.+i,-iV.==(5i3), . ..',:.. 
y.V>-J«N,+»l.-r,fl, = (5,4). 
Die Gleichungen (üti.) bieten, geliörig verbunden, folgende, blofa von den 
CoSfricienlen //, K, h. Hl, N abhängige, Gleichungen dnr: ... > 

1(2,1)(4,3)-(3,1)(4,2)+(3,2)(4,1) = 0, ., ,;,, '.IV 
67. (2,1)(5,4)-(4,1)(5,2)+(4,2)(5,1) = 0, ,.,., , . . , 
l(3,l)(5,4)-(4,l)(5,3)-f(4,3)(5,l) = 0. ,,;,,, 
Es bieten mithin die letzten Gleichungen die Bedingungen dar, unter lyel- 
cben die DilTerenzialgleicbung (58.) ein System zweier Integrale zpläbt. 
§. 28. 
Um iiT) Falle des Slatlhabens dieser Bedingungsgleichungen die bei- 
den Integrale zu erhalten, bestimmen wir aus je drei der Gieicb^nj»n (&;6J 
drei der Gröfäen A', B', U, D' und lassen die vierte derselben vAllig.^anli^ 
stimnit oder willkürllcb. Benutzt man zu diesem Zweclie die drei . er^teji^ dw 
Gleichungen (66.), so hat man 
„, _ (2, i) , (4, 2) ., p, _ (3, t> , (4, 3) ., „, _ (5, 1) (5, 4) ., 

and wenn diese Werlhe vMvfi', C, />"la den Gleichangea (65.) sobstituirt 
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werden, so bat man: 

A = B+MA', 

b = k-m^+m<^a: 



c 



^l-m.^+m^a: 

Substilnirt man endlicb diese Werlbe von A, B, C, D, B', C, D in (64.), 
und berQcksiohligt die Willkflrlicbköit von >4', so erbfiH man folgende drei 
Gleicbnngen : 

ix = Bix\Kdy\Lif\lla^\l^ir, 

" ^ (4,«) ' (4,l)''''+?4~i7"'- 
Betraobtet man non in den letzten drei DilTerenzialgleicbungen zwei 
der Variabelo, z. B. y und r, al» constant, so geben sie, mit Hälfe der 
Gleichongen (67.), in folgende Ober: 

wo der KBrze wegen 

gMMct 'worden ist 

Deüleo wir nnfl nnn d!ö Idteghde der letztm drei DiffereiiElalglei- 
chongeü dardi'rdljidDide <61ddnnigäa dargestellt; 

ijr = sp»(** 7» '■' *' *' *^)i 
y = yi(Ä, y, r, ü, ft, c), 

wo.,4[,tm4ir..yo|), |den, Co^ffitlcat^ B(^ Mt La 19 .welchen sie etwa vorkom- 
men möcbfen, berrßhren, und Uj b, c die Constanten der lalegratioDeo vor- 
stellen, die beliebige Funclionen von q und r sein Iiönnen, 

DilTerenziirt man diese Gleichungen, unter der Voraassetznng, dafs 
y und r, milbin auch a, h, c, variabel seien, so bat man, wenn die anf 
diese Art sieb ergebenden Werlbe von dx, dy, dp in der vorgelegten Dif- 
ferenzialgleicbang (58.) snbsliluirt werden, wegen 

flQ '/ ^ (3,2) ,, , (3,i) ,, . (2,1) 
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und wegen i i--.. 

70. H(p[iz)-{K<f^(z)-{-L,f>^(z) = 1, 
folgende von äx befreüe Gleichung: 

71. ada-\-ßäb-\-yde-^ddg-{-edr = 0, 
wo der Kürze halber 

gesetzt worden ist. ■"■■'.. 

' §. 30. 
Nun, behaupte ich, giebl es im vorliögeaden Falle, nemlich beim 
Statt haben der Bedingungsgleichungen (67.), eine Function von e, die wir Z 
nennen wollen, welche, wenn sflmmtllche Glieder der Gleichung (71.) mit der- 
selben multiplicirt werden, macht, dafs die 4aaii gebildete Gleicbnvg', . nemlich 

Zarfa-f-Z/JÄ-fZyrfc-fZJrfy+Zerfr <= 0, / . 

von z befreit ist. : _ , . 

Um dieses nachzuweisen, haben wir blofs dleExislenc folgender GMchubgen: 

73. ^=0, ^=0, ^ = 0, ^ = 0, 4^1 = 0, 

dz ^ dz ' OS ' rf« '«(_,' 

darzuthan. 

Vergleicht man die Resaltate der §§. 16, 17, 18 mit den X9rUc^e9- 
den Falle, so sieht man, daEs d^n vier ersten der. so eben aufgestell^n GJeichan- 
gen durch jene Function Z von z^ die der folgenden Oiffo^cnii^eichnjfg, 

entspricht, Genüge gescbiebtj "wo 

ist. Wir haben daher noch' zs' ztftgen^ deft' auch der fünneQ-d«lf obigen 
Gleichnngen durch dieselbe ^nclion Von z GfWfigfr geschehen Inino. ' 

Es ist nemlich ■■. . ' ^ ■ ,, ' . 

+ Z^[(rnH,<f[(.z) + U,q,[(zi+U, + H,,p',(,z)] 
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Ferner giebt die Gleichnog (70.)f weoii sie nach r differenziirt wird: 

ff<p;V>«)+Ä:yJ'(r,«)+Ly;'(r,«)=-y;(«)[H,9,;(r)-l-JE^9)i(r)+Ä,9'i(»-)+Ä] 

Maltiplicirl man diese Gleichang mit Z, und addirt sie znr vorhergehen- 
den, so erhall man, wenn tüv (p[{z), V>%{^)i 9^3 (^) i^^^e Werthe aus (69.) 
gesetzt werden und auf die Bedingungsgleichungen (67.) Rflcicsicht genommen 
wird, folgende Gleichung: 

dz ' Lrfa ' A J' • 

woraus das Bestehen sdmmllicher Gleichungen (73.), fflr das der Differeozial- 
gleichang Genflge tfauende Z, von selbst erbellet. 

§31. 

Dividirt man nun die Gleichung (71.) durch a^ so ergiebt sich fol- 
gende Gleichung: 

da := -^db-^dc-^dq — ^dr. 

a a ci ' a 

Diese Gleichung enthalt, dem Vorhergehenden zufolge, blofs die 5 Variabeln 
a, b, c, q, r, und wenn sie mit der allgemeinen Gleichung (35.), die ebenfalls 
5 Variabein enthalt, verglichen wird, so überzeugt man sich bald, dafs beim 
Statthaben der Bedingungsgleichungen (67.) die Coefficienten der vorliegenden 
Gleichung die Bedingungsgleichung (46.) eingehen; woraus erhellet, dafs dieser 
Gleichung durch ein System zweier Integrale Genflge geschehen kann. Denkt 
man sich dieselben nach den §§. 17, 18, 19 hergestellt, und substituirt man 
statt a, by c ihre Werthe aus den Gleichungen (68.) , so ergeben sich zwei 
Gleichungen, die die Variabein x, y, z, p, ^^ r und eine wiUkflrliche Function 
derselben enthalten, welche dann die Integrale von (58.) vorstellen. 

§. 82. 

Die Lösung des folgenden Problems wird das in den^ 5 letzten Para- 
graphen Vorgetragene deutlicher machen. . ,\ 
Es stellte z irgend eine Function der vier Variabein x, y, p, q vor. 

M 9' 09m uX dW91 

Werden nun die partiellen Differenzialquotienten ^/j-^ 5"' rf" ^®^ Kürze 

wegen durch r, 9, t, u vorgestellt, so entsteht die Frage, ob in deiü Falle, 
wenn drei Gleichungen zwischen den Variabein und; den par.tielljep Diffe^eji«- 
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zialquoti^nten * Vöt^gölegt äinilV diieselbett äu^ einkv QUichvAgi^^ 

^j^Pj 9 enIspruDgen sind, oder nicht. . :: ^ v ' v \ . \'. 

Es seien also folgende drei Gleichungen gegeben: 

i(pix,y/z,p,<f,r,s,t,u) = 0^ 

•; • ■ • 75. V>Kr,a:,>V^,r,*,(,tt) = 0, ^"'ä ' ' 

/ i2 (ar, y, z, p, g, r*, s, t, «)' = 0. 

Sollen dieselben aus einer Relation zwischen x, y^ z,p, 9 entstan(l€)n sein, 
so mufs folgende Gleichung bestehe^; 

76. dz = rdü^'^sdy'\-fdp'\-udq. 

Stiobt näin' nun ans den vbphergeheiiden€Ieidiongen drei derKGröfe«i«rv#, 
ty u, z. B. die drei letzten, und substituirt sie in dieser Gleiohiing, joiferfiiit 
man eine lineare DiiFerenzialgleichung ^wischen den 6 Variabein z,x,y,pjq,v. 
Finden nun bei dieser Gleichung, die Bedingungsgleichungen (67.) Statt, so 
kann man sie durch ein System zweier Gleichungen integriren, und wenn aus 
denselben r eliminirt wird, so erhält man das den Gleichungen (t5.) gemein- 
schaftliche Integral; !tn entgegengesetzten Falle lassen die Gleichungen (75.) 
kein gemeinscfaafUicbes Integral zu, oder sie können nicht gleichzeitig bestehjen^ 

Um einen besondem Fall yor Augen zu haben ^ seien die GleickuiF- 
gön folgende: ^ i«? 

(ö.) s — ^ = 0, /— il = 0, 11 — ^ = 0. 

^ • z ' z* ' *' 

Die Werthe von tf, t, u aus diesen Gleichungen in (76.) gesetzt, gtebt 
Vergleicht oran diese Gleichung mit der allgemeinen (58.), so haf man :^ < 

1 

9 



■(•1 * ■ 

L=f., 1,1=0, Zy,=o, /.,==-§:, Z/«=o, 1,5=0, /i^,=±äJ,^ 



» 1 '. 



.J^^Q^^: ,^..*=Fp, .JV,=«0, Ar,,=F=0, • iV«=0, iV. = p,, A?6r;=p, 

es fst daher nach; §. st. r i"*- 

I 
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(2,t)=i-^, 



(3,i) = 


2r» 

- s' r 


(4,J) = 


3r» 


(Ä,l)-1, 


(8,0) = 




(4, 2) = 


2r* 

- a» ' 

1 


(5,2) ~, 


• 


- 


(4,3) = 




(5,3) i, 


« 


» 




- 


(5,4)_i,. 



D9 beim Substituireiif dieser Ausdrücke in den Bedingungsgleichungen (67.) 
dieselbeq identisch bestehen, so ist die Gleichung (6.) eines Systems zweier 
Integrale, mithin sind die Gleichungen (a.) eines einzigen Integrals fähig. 

Substituirt man nemlich die so eben angestellten Werthe von (2,1), 
(3, 1), (3, 2) in den ersten Glerdhungen in §. 29i,^o hat man*, wegen a = 0, 
folgende drei Differenzialglelehtingen 5 ^ ' 



• iw ,.;,. .:.■ it !•) 



m!... . 



*^-tx)v'^rfy ^-»*^i dj^ i= z^dx: 



Integrirt nian ' dieselben, 1^0 bat mati^ ' ' '^ 

(c.) « = a, y = —2aX'\-b^ p = 0^x4-0. 
Differenzilrt knän diese Gfeiöhungen nach "alleh GrÖfsien, die sie enthalten, und 
setzt die sro gefundenen WeHhei/^, rf/i i^/iii (*.), so' hat man: 

Es ist also mit Hülfe der Öleicbungen (l^) die Differenzialgleichung (6.) mit 
6 veränderlichen Gröfsenvin^die so ieben gefundene umgesetzt worden, welche 
blofs 5 veränderliche Grd(s^ eirthäk. ^ 

Um UM' bequemer diese 'Gleichung mit dar allgenieinen (35») ver'^ 
gleichen zu liönnen, setzen wir einstweilen a=^z!, b = x', c^^^'y', ^^xszp^, 
r = g''y dieses gtebt: 

Es ist also, wenn diese /Gleichung mit (35.) verglichen wii^d: 



H = 




i^= 


-7' 


L = 


_</' 

-a'^' 



2' 



a" 



Ä,=o, Ä = o, Ä.=-^, ä;=o, it. 



»"' -7^ -7 --• ^1 



» 



I,, = 0, Z/» = 0, L,= — ^, 1/^ = 0, L, ^ 



Wi ^* — ^^ ^» — r7s9 



und milbin nach den GlelehutigeA (45.) : t 

21* 
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(2,1) = ^!, (3,1)=^, (4,1) = ^, 

(3,2) = ^, (4,2)=i,, 



(4,3) 



2" 



Wenn diese Werlhe in (46.) gesetzt werden, so wird sie identisch erfflllt; 
mithin läfst die Gleichung (d.^ ein System zweier Integrale zu. 

Wie nun weiter zu erfahren sei, ist bereits im §• 20. gezeigt wor- 
den, weswegen wir uns nicht Iflnger bei diesem Beispiele aufhallen wollen. 

§. 33. 

Thun endlich die Cofifficienten U, K, L, M, JV der linearen Differen-^ 
zialgleichung (58.) auch den Bedingungsgleichungen (67.) nicht Genflge, so 
läfst die Differenzialgleichung auch ein System zweier Integrale nicht zu, ond 
es bleibt daher noch zu untersuchen flbrig, ob sie eines Systems drmer In- 
tegrale fähig sei. 

Zu diesem Zwecke denk^i wir uns, wie es bisher geschah: es exisü- 
ren drei Integrale, und wenn aus denselben drei der Variabein, z. B. z^ q, r^ 
als Functionen von x, y, p ausgedrückt gedacht werden, so seien die Diffe- 
renziale derselben durch folgende Gleichungen dargestellt: 

iife = i4rfj? -j- Bdy -}- Cdp, 
dq = Adx 4- fi'rfy + C'äp, 
dr = A^dX'\^B'iy\-C'dp, 
wo A, B^ C .. .. Functionen von x, y, p sind, die an folgende Gleithangen 
gebunden sind : 



78. 



dA dB 


dA 


dC 


dB 


dC 


dy dx ' 


dp - 


~ dx ' 


dp - 


- dy' 


dA dBf 


dJf 


dO 


dBf 


dC 


■dy dx ' 


dp - 


~ dx ' 


dp ~ 


~ dy ' 


dJf dvr 


dJi' 


dO' 


dBf' 


dC 


dy ' rfx ' 


dp - 


~ dx' 


dp - 


- dy 



Sabstitairt man diese Werthe von dz, dq, dr in der vorgelegten Differen- 
zialgleichung (58.^, so murs sie unabhängig von dz, dy, dp bestehen, wo- 
durch sich folgende drei Gleichungen ergeben: 

A = H-\-MA'-\-NA", 

79. {B = K-\-MB'-\-NB", " '' 

C = L-\-iUa-{-NC", 
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Setzt man ferner die Werthe von du, dq, dr aas (77.) in (59.), and be- 
rOcksicbttgt die Gleicbangen (78.) und (79^« so erhält man entweder folgende: 

( [(5,2)-j-(5,4)Ä']4"-[(5, l)+(5,4M']Ä"-f (4,2)J'-(4,1)II'~(2,1)=0, 

80. r(»,3)+(5,4)C']il''-f(5,l)-f.(5,4)J'j€'''4-(4,3M'-(4,l)C'-(3,l)==0, 
([(5,8)+(5,4)C']B"-[(5,2)+(4,4)ll'JC''+(4,3)B'-(4,2)C'-(3,2)==0, 

oder folgende drei Gleichungen: 

([(4,2)-(5,4)fl"]J'-[(4,l)-(5,4)J'']ß'+(5,2)J"-(5,l)B"-(2,l)=0, 

81. [(4,3)-(5,4)C"]^'-[(4,t)-(5,4)^"]C'+(5,3)J"-(5,l)C"-(3,l)=0, 
( [(4, 3M5, 4)C"JÄ W(4, 2)-(5, 4)Ä"] C+(5, 3)B"-(5, 2) C"-(3, 2)= 0. 

Die Gleichnngen (80.) geben, gehörig verbunden, folgende Gleichung: 

[<3, 2)(5,4)-(4, 2)(5, 3) + (4, 3)(5, 2)] J' 

- [(3, l')(5, 4)-(4, 1)(5, 3) + (4, 3)(5, 1)]B' 

»2- < 4-[(2,l)(5,3)~(3,l)(5,2)+(3,2)(5,l)]C' 

+ [(2, l)(4,3)-(3, l)(5,2)-f-(3, 2)(5, 1)] =^0, 

und die Gleichungen (81.) folgende: ^ 

[(3, 2) (5, 4) - (4, 2) (5, 8) + (4, 3) (5, 2)] ^" 

-[(3, l)(5,4)-(4, l)(5,3)+(4,3)(5, 1)]«" 

»3- y 4- [(2, 1)(5, 4>- (4, 1)(5, 2)+(4, 2>(5, 1)]C" 

- [(2, 1)(4, 3)- (3, 1)(4, 2)+(3, 2)(4, 1)]' = 0. 

Wir haben also aulber den Gleichungen (79.) die beiden zuletzt aufgestellten 
Gleichnngen und irgend eine der Glei6hilngen (80.) oder (81.), z. B. die 
folgende: 

84. [(5,2)+(5,4.)B'j4"-[(5,l)4-C!i,4)^'Jir-|-(4,2M'-(4,l)B'-(2,l)=0, 

um die Unbekannten A, B.C, A, W, C, 4!', B"» C' za bestimmen. 

Da nun, au&er diesen eh^n aBgera^rten Gleichungen, keine, die nicht 
eine Folge derselben wäre, erhalten werden kann, und aus diesen Gleichungen 
selbst keine • die b)ofs die Coefficienten H, K, L, JU, N und ihre Differen- 
ziale enthielte, erzeugt werden kann: so ist die Auflösung des Problems, eine 
Differenzialgleichung, wie (58.), durch ein S^steiä di'eier Gleichungen zu inte- 
griren, an keine Bedingungsgleichungen gebunden; es bleibt uns daher noch 
zu zeigen flbrfg, wie» man die aufgestellten Gleichungen (77.), (79.)? (82.), 
(83.), (84.) benutzen kann, um zu diesen drei Integralgleiübungen selbst 
zu gelangen. . ' 



U3 <3. Sx»tt,(Ui.il.t>l'*l*<^U'''ltTtliff.GLiz=^Bd^h<fy+Up'imlii-i-lf4ri'^t. 

' . :-,(■;■ .1..: ■. ,S. 34.:. .,•,.;.,]:- 

' Zoerst siejii man,, wie die Gleiobnngen (82.) lai (83.) «eigitD:^ 4atB. 
yveder die sflmmflicheii'lirei Grcrs^n j4'> B'^ Vt noch A', B', C'f jede.Furlhie 
(ir sidi, zugleich,. niütpsUmilit >te)t>eD kjöDoen. - Es sind Tielmebr'eßtYedw 
zwei der erstem' lud eine der letztem 'Gröfseo, «deramgeketicl, w|llk0rjich. 

Sieht man also B\ C und A" als wilJliärlicJi bd,> so bat;iDao, weflD. 
der Wertli von A' aus (83.) in di« zweite der Glaichungen (77.) gesellt 
wird, folgende. Gleichung: , 

" ■ ■!„ ■' . (i',i)<S,3)-(3,i)(6,a) + (3,2)(5,<) j ".', i 

°» — (3, 2) (5, 4) -(4, 2) (5, 3) + (4, 3) (5, 2)"^ 

■' '" i'H'iiv I (3,<i(5,4)-(4,-t)(5,3).+(4;a)(5;)) ■ [ '' "' ' ■"■ •■ 

+ "■ l.V+(j,2)(5,4)-(4,i)(5,3)+(4,3)(5,2)'^i 

X r-' Irf» _ ff. IK5,4>-(4,4)(5, 2) + (4, 21(5, 1) . j 
t'''r' (3,2K5,4)-(4,2)(5,3)+.(4,3)(5va;'"|- =' 

Da aber B't und C .willkarlicit sind, ta zerfAllt dieSe'GleicIuing in folgende 

drei Gleichungen: ; ,„ i . . . ' ,y . , .. :,(.. 

(3, 1)(5.4)— (4.i)(5,3)+|4,3)(5,i) . 

(3, 2H5, 4) - (4, 2) (5, 3) + (4, 2) (5, 2) "P ■ 



85 ^.(f- ^ ..,.n...-.i-(4,t)(5,2l + [4,2l(5,l) 
. (2, t)(5, .^1 -(3, 1)15, 2)+ 13, 21(5, i) 



l3,2)|5,41-(4,2)(5,3) + (4,3| 



(5,2)T'' 



°», ~ (3, 2) (5, 4) - (4, 2J 15, 3) + (4, 3)15,2)™:^ .^,. . , . .^. 

Diese' iWerthe Tpo «fy, #/r in die dritte,;der Gleicbungiss (77.) geSjBtzkij|;iel)t, 

wegen (83.): ,,, , 

8« df ^ (g. *)(4,?)r-«,U(4, 2)4-0, 2)(4,1) . , 

Sabslituirl mfiD enillfch tn der ersten ddr äfeicÜairgen (77.) statt' ':4, it, C 
ihre Werthe aiis (79.) abd' bferdckllcliWgt diö letzten vier 6Ielcfantfg«n, wie 

aa'ch (^SSiy^d (83.), W erhSh iiiaö: 

"■■■'■■ ■;,'•''' 87. dz = HdxfKdy-\-Üp-\^,Md9-\-Ndr,' ' "' " ■'■;'." 
vy,^|che Gleichung iryt. 4ei;|.V.orgelegteii (£^8^ ideotisch jst., ,, i ..;^. ^. ., , 
' £a- wird dahör :je(t9e Syst«« von :IotegrBlen').;;W$kb«#:(lpn. Pifffi^firr 
üaigleichiuigen. (8$.), (ß^},mii 4et\ sUl^len Gwü^ .ii^l, aa«fM,dcff>v^r£qr'. 
Uglen D)ffflr«^ziiil^eichusgi<efitspfeci]t)n.ii- ,;, . ,,^,i , .,■ , i - , ., ,.. 

Setzt man also, am mehr Symmetrie in die Formeln za hriDgea: :. - 
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.•ffK3,2)(5,4)-(4,3)t5,8) + (4,3K5,.a)] 

_ JS:[(3, 1)(6, 4)-(4, 1)(5, 3)+(:4, 3)(5, t] 

88. .'|lfii4:(2^1):(5,4)'-^(4,:l)(5,2)+(4,2-K5vt)] 
-.iW [(2, 1)(5, 3)-(3, l)(:5,2) + (3, 2)(5, 1)] 
'l- 4^ 2Vf(2, 1)(4, 3) - (3, 1)(4, 2) + (3, 2) (4, 1 )J = ä , 

so geben die GlekitiungeB (85;), C^OtI^?.} folgende Differenzialgleichungen : 

djD = (3, 2) (5, 4)r-i4, 2) (5, 3) +(5, 3)(5,;8) ^^ ^ 

./^ =, (3. 0(5. 4)-(4. <)(5, 3).+(4, 3)(5, IJ ^^ 

89. /a, = (8.<)(5;4>^(4.1)f5,2jm2)(5,l)^ 

da'= (2«'i)(5;8)^(8><HSr2)+(3..2)(5,l) , 



• 1 » 



rf^ = (2. l ) (4, 3) .^(3,«) (4. 2) Jj. (3, 2) (4> i ) : j^ ,, . 

. A , .. * 

I ■ 1 - . • . • • . ■ . ■ ■ • 

f. ■ » 

Da wir nunmehr 5 Differenzialgleichungen nnd 6 Varitbelfl' hallen^ so kami 
man sie immer durch ein System von 5 Gleichungen, diä eben so viele will- 
liürliche Gonstanten enthalten, ibtegriren; allän diese 5 GleicI^ngen bilden 
ein solches particulfir^ Integral der vor g^egten Dfferrazialgleichung^ (58.)? 
dafs man sicli aus demselben zum . alig^me^ien lategräl, welches in einem 
Systeme dreier, eine wiUkfirUcho EuncUon ont sich fahrenden, Gleichungen 
besteht, erheben kann. 



■ « 



In dev Ithat: denkt man^ sieh die «Megrrie der 5 Diffbl^enziälgleichun- 
gen (89.) durch folgende Gleichungen ' '- ' 

dargestellt, m 9>i, ^; ^vV«> '^»^^^"^ P^iirt^Qen ond a, ^j c/y;'^ 
willkfliiicbe Constanten yöratelleirv^sp mflssdd\ iblgende Gleichangen bestehen: 
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j(^) ^ (3,18)(5. 4)- (4, 2)15, 3)+(4. 3)(5, 2) 



yJ(«) = - 



(3.1)(5,4)-(4,<)j(5,3) + (4. 3) (5,1) 



91. (<p\i«) == (2. l)(5.4)-(4, 1)(5. l)4-(4, 2)(5.M ) 






(2, 1)(5, 3)-»(3, l)(a. 2>+(3. 2)(5, 1) 
(2,<)(4,3)-(3, <)(4, 2) +(3, 2)(4, <) 



und wegen der Gleichung (88.) geben diese Gleichungeii ftlgende Gleichung: 

Differenziirt man nun die Gleichungen (90.) nach allen Gröfsen, die sie ent- 
halten , und substiluirt die sich so ergebenden Werthe von dx, dy, dp, dq, 
dr in der vorgelegten Differenzialgleichung (58.) , so nimmt dieselbe, wegen 
der letzten Gleichung, folgende Form an: 

93. ada'\^ßdb'\-ydc^-d^^€dh = 0, 
wo der KflrM wegen 

a = Äy;(a)+JS:yJ(fl)+I/y;(fl) + ^y;(«) + iV9i(«), 

94. ^y = fi9l(4?) + iC94(r) + l/y;(i?)-filf9^i(i:)+2V9)i(^). 

€ = Hy;(Ä)+JK94(A) + /'yi(A) + i»fy;(A) + iVyi(A) 
gesetzt worden ist. 

Diese Gleichung nun ist entweder gSnzlich von z befreit, oder sie 
enthalt irgend eine Function von z, als i^emeinschafllichen Factor. 

Stellt daher Z irgen4 einejFiuiictkMi von z vor, so kana man immer 
Z dergestalt bestimmen, dafs die Gleichung 

Zada-\^Zßdb-\-ZYdC'\-Zddg-\^ZBdh = 
von z gänzlich befreit erscheint. 

Um dieses zu beweisen, bestimme man den Wi^rth von — ^ — ; ferner 

differenziire man die Gleicbqqg (92.) i^ch ü^ .muHiplicire die so erhaltene 
Gleichung mit Z und addire, ^. dann zur vorhergehenden Gleichung, welche 

den Werth von — ^— . angfjejl^) 9p,ipfi|i<Üil n^an fplgeiji^de Gleichung: 



9^:- i^ = „i\^^^: ' 
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wo A den Werth aas (88.) hat und 

i' = H,[(3,i)(5,4)-(4,2)(ö,3)-f(4,3)(5,2)] 
- Ä'.[C3, i)(5, 4) t4, 1)(5, 3)4-(4, 3)(5, 1)] 
+ i.[(2,l){5,4) (4,1)(5,2)+(4,2X5,1)] 
-J»f.[(2,l)(6,3)-(3,1)(5,2) + (3,2)(5,1)] 
+ A',[(2,1){4,3)-(3,1)C4,2) + C3,2)C4,1)] ist. 
Nun zeigen die Gleichungen 0^4.), dafs man, wenn a mit b, c, g^ h 
vertauscht wird, in derselhen Ordnung statt « die Gröfsen ß, y, 9, s erholt; 

daher gieht die Gleichung (95.) die Werlhe von ' " , ' ^ , ~ — -, \. ' , 

wenn man gleichralls a mit ß, y, 9, e vertauscht. Es werden mill^in folgende 
Gleichungen : 

zQgleich bestehen können, wenn man Z folgender Gleicbaog geniAls bestimmt: 

i5+z4 = o. - '■ '"'■ 

dz ' & 
Bestimmt man also aus dieser Differenzialgleicfanng Z, und mnUtplicirt die 
Gleichung (93.) mit dem so gefundenen Werthe von Z, so ist die letztere 
Gleichung von s: gflnzlicb frei, Dud hiermit ist die Differenzialgleicbung (85.)i 
welche sechs Variabelo CDlfaiett, in die Gleichung (93.) i mit blofs 5 Varia- 
bein, umgesetzt worden. 

Nun haben wir in den Paragraphen 31 f 22, 23 geüeig^, ' dal^ jede 
lineare Differenzial- Gleichung mit 5 Variabein durch ein System dreier Glei- 
chungen, die eise willkdriicbe Function mit steh' führen, .integinliel .iBl^dt^ 
gilt eben das auch von der Gleichung. (93.). , ,' ; .',:', 'j-.. • 

Denkt man sieh diese drei Integrale hergestellt, und jinbatitoirt in 
denselben statt a, b, e, g, h ihre Wertfae aus (90.), so erhalt man das ver- 
langte System der drei Integrale, die nuMnlehr die nrspTQngRcbiBit Vati^bMü 
^j y. ^> P> ?) f enthalten, werdeq.-' ... 

: «. 36..f 

Zum Schlüsse wollen wir noch die Anwendung des in den drei letzten 
Paragraphen Vorgelrageneir aof die Integralion einer partiellen Differenzial- 
gleicbung erster Ordnung mit vier. verändei|ichen Grfifsen zeigen. 

Stellt z irgend eine Furiclibn ^der"4-ei Variabeln x, y, p vor, und 
bedeuten tf, r,s die partiellen Difvrenzialqiiolieoten von s nach x, y, p, so 

CrnUe'a Joarnil d. M. Bd. XIV. Heft 3. 22 
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ist allgemein . , , * , . 

dz = (jfax^ray-fsäp. 

Nun sei (olgende partielle Differen^ialgleichong: 

(a.) qrs = z 
gegeben. 

Setzt man den aus dieser Gleichung folgenden Werth von s in die 

erste, so hat man 

(ft.) dz = 9äX'\'rdy'\"^dp. 

Vergleicht man diese lineare Differenzialgleichung mit der allgemeinen (58.), 
so hat man 

fl=^; fl,=o, ir,==o, ir3=o, «1=0, £^5=1, fl«^o, 

Ir =:— , jLi = 0, 1/2 = 0, Z/3= — , I/* = 0, I/j = — «-Tj: 9 ^« = — 5^9 

ilfmnO^ JV =0. 

Daher ist nach §. 27. : 

(2,1) = 0, (3,1)=-^, (4,1)=1, (5,1) = 0, 

(3,2) = ~1, (4,2) = 0, . (ö,2)=l. 



und die Gleichung (88.) giebt: 



(4,3) ^, (5,3) = -^, 

(5,4) = 0, 



_ 3z 



qr 

SAaÜtafn flrim diese WerAe in die Gieiehangen (89.), so hat laan folgande 
fünf gewöhnliche Differenzialgleichnngen : 

*^ = ^V ''>'=57' ^P^Ji^^^ ''^=3?' '''•=17- 
Integrirt man dieselben, so hat man 



i ' , ' ■ - ^ ' ■ ■ ' 



1 



(c.) < «» • 






v«'4-«> 



. V 



i . : 1 ; 
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Differenziirt man Aese Gleichungen nach allen GröfsM,^^' si^ enthalten, 
und substituirt die sich ergebenden Werthe von^ tfx, dy, dp w der Glei« 
chung (6.)? so erhalt man,' nach Wejgflassung dea gemeinschaftlichen Factors 
}/z, folgende Gleichung:: 

und hiermit haben wir, vermittelst der Gleichungen (c), die Differenzialglei- 
chung (6.), von sechs Variabeln, in die letzte, welche blofs 5 epthsit, trans- 
formirt. 

In dieser letzten Gleichung mufs nach $. 22t. einstweilen eine der Va- 
riabein als Constante betrachtet werden. Sehen wir h als solche an, und 
setzen, um diese Gleichung leichter mit der allgemeinen Differenzialgleichung (11,) 
vergleichen zu können, C'=%\ h=^x\ g=.y^, a=^p', so geht sie in fol?- 
gende Ober : 

(u:) dz' ^—p'Vdxy — bp'^äf, 
wodarch man, nach §.4., Gleichangen (11.) and (14.)« folgende Gleichon- 
gen erhält: 

JH= — *y, if, = 0, fl, = 0, fl, = 0, i5r«=— *% 

K=—hp'^, isc,=^ö, Jsr,=o, ä;=o, ä4=— 2V, 

Die Gleichungen (23.) gehen dann in folgende Aber: 

(2,1) = 0, (3,l)==-ft^ (3,2)Ä^2Ä|^^,. 
und die letzte Gleichung aus §.8. giebt: 

daher geben die Gleichungen (26.) 

jt t 2rf2»f , , dz* j I i\ 

dx'^^j^, dy'^j^., rf;i' = 0; 

folglich, durch Integration r 

Diff^renzUrt n^an die^e Gleichungen, indem mm auch-^V,'<^^ 4^V,!f!? T^rv^,®! 

betrachte^:, ui^d substituirt dia fofundeuen We^vthe \ond^'^ 4/ ifi )[>.)> 99 

hat man 

Mc' + a'rfft' =0. 

Es ist also mit Hülfe der Gleichungen (/*.) die Differenzialgleichung («f.) mit 

4 Variabein z', x', y\ p' in die zuletzt aufgestellte mit den drei Variabeln 

a\ b\ d umgesetzt worden. 

22» 
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Diese letzte Glefohang wird nach §. 3., wenn anfänglich d als Con- 
stante voraasgesetzt wird, durch das System folgender zwei Gleichungen: 

integrirt; wo q>{a!) jede willkürliche Function von o' vorstellt. 

Setzt man hier statt a>, V, d ihre Werthe aus (/.}, so hat man 

Setzt man die obigen Werthe von x', y, z', p' zurflck, nemlich x' = A, 
y=:ff, z'==c,p'=ia, so hat man statt der letzten Gleichungen folgende: 

Diese Gleichungen stellen die Integrale von (i/.) unter der Voraussetzung, 
dafs b constant ist, vor; Ififst man aber b variabel sein, so wird die will- 
kürliche Function aufser a auch b enthalten, und man wird dann folgende 
drei Integrale der Gleichung (d.^ haben: 

«y + *Ä + ^ = V{a,b), 
Setzt man hier endlich statt a, b, c, g, h ihre Werthe aus (c), so hat man : 






r— 



7-r 






welche drei Gleichungen die Integrale von (b.') vorstellen. Wenn aus den- 
seflbön q und r eliminirt werden, so erhält man eine einzige Gleichung zwischen 
^j y> ^> Pf die das lütegral der partiellen Differenzialgleichung (a.) ^^^ wird. 



> .( 
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14. 

Integralia elliptiea tertiae speeiei reducendi methodus 

simplicior^ quae simul ad ipsonim applicationem 

faeiUimam et computum numerieum expeditum 

perdueit 

Seclionam conico - sphaericarum quadratura et rectificatio. 
(Auct. Dr. Chr. Gndermann, prof. math. Monast. Guestph.) 



1. 

J. beorema Geometriae aphaericae generalissimam de relatione inter quadra- 
toram cnrvae cujuslibet spbaericae et reclificalionem curvae reciprocae, quod 
ante bienniam analylice inveni, posleaque et geomelrice demonstrayi, mira 
gaodet simplicitate, et sinkul relationem sistit inter integrale qualeconque datum 
et integrale alterum lege quadam cum dato conjunctum. Si in specie theorema 
boc applicamus ad relationem inter quadraturam sectionis conico -spbaericae 
et rectificalionem curvae reciprocae, incidimus in relationem quandam inter in- 
tegralia elliptiea tertiae speeiei, quae ipsam sagacilatem virornm illustrissimorum 
de excolenda tbeoria functionum elliplicarum summopere meritorum per longum 
tempns effugit. Gl*""* Legendre ipsam, uti videtur, primus invenit, ipsamque 
cummunicavit in operis sui excellenlis tomo terlio (Deuxieme Supplement 
paff. 44 formula 72). Haec formula, cujus et significatio geometrica cognita 
mihi est, ad reducendnm aptissima esse videtur. 

Studio Gl'"* Jacobi tbeoria functionum ellipticarum et earum, quae 
sunt tertiae speeiei, mirum in modum promola est; ea vero inlegralis elliptici 
forma, quae ipsi est primitiva realis, naturae est byperbolicae; tbeoria bujus 
integralis est simplicior, at minus prodest, quia in applicationibus Analyseos 
ad Geometriam, imprimis spbaericam et Dynamicam, rarissime incidimus in in- 
tegrale, quod Sit naturae byperbolicae (ä parametre lofforithmique, in (er-^ 
minie Ilt"^ Legendre^ frequentissime vero incidimus in integralia elliptiea ter- 
tiae speeiei, quae cyclicae sunt naturae (ä parametre circulaire)^ quae ad- 
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jumento signorum CP"' Jacobi nonnisi in forma imaginaria exbiberi possunt. 
Displicet nobis haec forma, aliisque igitur utimur signis, ne formae altentione 
dignissimae sint imaginariae. Alias induper functiones ellipticae tertfae speciei 
sequuntur leges, si sunt cyclicae natarae, alias si sunt hyperbolicae , ideoqaq 
functiones cum diligenlila sunt distinguendae, ne falsa habeamus pro verid. 

Incidit et ipse Cl*""* Jacobi in errorem (si vera refert Ol'"'* Le- 
gendre, Deuxieme Supplement pag. 142, nam hanc illius affirittationem 
alio non inveni loco), si exisfimavit, functiones quae cyclicae sunt naturae, 
pari modo ac eas, quae hyperbolicae sunt, in forma reali reduci posse 
ad functiones duortfm tanlum argumentorum. 

Ubi vero agitur de computando valore functionis, quae est cyclicae 
naturae, vix ulläm invenies in Fundamentis novis theoriae functionum ellipti- 
carum formulam, qua hunc in finem uti queas. 

111""'' Legendre fuit primus, qui formulas e formulis Gl'''' Jacobi eruerit, 
formulas pro lang 12 et tangi2' (Deuxieme Supplement pag. 146 et 147), 
quibud uti queamns ad computum numericum funclionis, si est cyclicae natUfM. 
Formulae modo dictae paullum mutatae dunt adjnmento signorum, qölbus ego 
functiones byperbolicas designavi, in dissertatione etcellenti. ^De motu gy-> 
ratoHo corporis rigidi, auctore A. St. Rueb (Roterodamensi),^^ quae TrAjeoti 
ad Rhenüm edita anno 1834 sine epistola'per longas ambages noperrime ad 
manus meas pervenit, donum mihi pergratum. 

Intellexit jam auctor huius disserlationis spectatissimus, calculum nume-- 
ricum functionum ellipticarum earum, quae cyclicae sunt generis, magnopere 
promoveri adjumento tabularum, quas paravi, functionum hyperbolicarum. 

Alias vero inveni formulas, et quidem series simplices tarn rapide con- 
vergentes, ut plerumque jam duo aut tres termini primi functionis compatan- 
dae valorem accuratius, quam desideratur, exhibeant, functio sit hyperbolicae 
naturae, nee ne. 

Calculum invenietis esse tam expeditum, ut meditationes de conQcieih- 
dis tabulis, quae valores functionis 0(x) contineant etiam tunc^ si id$l,x 
formae a±b^ — 1, mitlere queamus omnes; ipsarum vanitas bodie jiam^gtis 
elucet. 

* ^ m • * - 

/ 

Abbrevationes sequMtes, ne maa«s in pingendis forn^ulis dtffatigekur, 
benigne excusabitis: 
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snu loco sinamti; cnti loco cosamti; tnti loco lang am ti; et 

doli loco Aamti. 

Fanctionum dnti equidem lego Differentem amplitudinis argumenti u^ 
in lingua veraacula: Z){e Z){fferente^ quia in hac poUssimum fuoctione omnes 
fonctiones elliplicae (primae speciei) differnnt a functionibus tum cyclicis^ tam 
hyperbolicis volgaribus. 

Si loco moduli k alias, e. g. ipsins complementum A:' = y(l— Ar^) 
intelligendus est, modulas bic eodem modo, quo in Fundamentis novis theo- 
riae funcüonum ellipticarum postponetur argumento parametri, vel si para- 
meter non adest, argumento amplitudinis. Sit uti in Fundamentis Bm(K',K) 

= am(K',*') = y- 

2. 
De functionibus ellipticis secundae speciei praemittamus pauca, quibus 
utimur in sequentibus. Secundnm ipsa praecepta 111°^ Jacobi post edita Fun- 
damenta in buius diarii tomo quarto (pag. 373) ponamus 

1. E(u) =y^dnii*.5ii, 



et Sit E{K,k)=E, et E{K,k!) = E. Functio elliptioa E{u) est seenndae 
speciei, a duobos pendens elementis,^ argumento ampUtudinis u et modnlo k. 

Cum functione E{u) conjuncta est per legem reciprocitatis alia. Po- 
natur ui loco u^ dejiciatur faclor t(t = ]^— 1); functio nova iterum realis est 
et, designetnr signo iK(ti); e definitione bao est 



quia vero est dn(tif7= "/typ ^^^'^ formula in forma reali est 

Legem reciprocitatis exprimant formalae 

. 3. E(m)^i.i:(u) et ä(vi) = iE{u) 

in forinis imaginariis. Eadem vel^o lex, si ve idem nexus etiam in forma reali 

exprimi potesL Notum est, differentiando productum tntr dntiobtineri d(tntf dn«) 
dnii' 

= — |d« — Irsnt^Bu, fBare integrando oritop formula persimplex 

4. i;(Uyk')-\-ßlm) =^vj-inuAnu. 
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3. 

Ponamus brevitalis causa in sequientibus 

n . , n 



Ä = «--?'•' et *' = «+''*, 
tunc permatatis duobüs raodulis k et k' permatantnr ri et ti\ porro h el h'. 
Nota est ex Fundamentis series (pag. 110. form. 1.) 

quae.ponendo — = u abit in hanc: 

sive, qnia 1 — Ar^snti^ = dnti^ est, in hanc simpliciorem 

. 2 g , 2y*Acosiyfi j 4iy*A*cos2iyti , 6iy*A'cos3iyfi , 

Si aequationem hanc multipKcamus factore du, integrando provenit 

£?(«) = ^«+ ^_^^, + ^_^, — 4- _____+ etc. 
Ponamus nunc brevitatis causa 

1. ^w — i_A. + i— A* ,+ i_A» , +®r 

tunc eniin est 

2. E(u) == ^'U+M(u). 

Ponendo in serie pro M(u) inventa iii loco u, et factorem inde orlum t de« 
jiciendo, nova oritur functio, quam per iU(fi) designemu^; quare est 
o ;if/-.\ 2Ä.^6iniyu , 2A*96tn2^ti p 2A\Y@in3^u , , 

d. m{u) = — j— ^, 1- — ^—j-^ 1 j___^etc., 

et functio E{u) nunc exprimitur formula 



4. E{U) =:^^.||-flitf(ll). 



20. 



2/*" 2 2 • 

Quia est ^_^2n = a-^— A+n = /ir.nk'_/^^n^A' ^ d»aö series eleganliori modo 



exhibentur hoc 



'i '/ 
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Nanc clarius perspicitar, serieiii 5. semper rapide convergere, seriem vero 
6. lente convergere, si est u <C K. 

4. 
Series in articulo praecedenti inveDtae ila transfonnari posaunt, ut 
mallo rapidiDS converganl. , Quia eDim est 

invenimns 

iW{«) = 2AT7siDi}U-|-2^*;sia2i}tf-f 2A'i;9m3>;u-f-etc. 
-f 2Ä'i7smi;«-f 2Ä'')?sin2T7tt-f 2Ä'i75in37]tt4- e(c. 
-j-2A'»?8ini?«-f-2A"'jj8ia2ij«-}-2A"»)9in3»?ii-f etc. 
-j-etc. 
Quaevis vero series horizonlaliter posila sammari polest; ootissima enim est 
formula 

Äsin«+Ä>8m2Ä + Ä'8in3»+elc. = j_2*cm»+A* ^ 
qaa adhibita oblineinus 

^^^f— I_2ilcosi7o+A* "r l-2A*cosij«+A' T l-2A'cos)j« + A""r*""' 
et 

A, . 2Ai7®ini7w I 2A'q©int?w ■ 2A*i;@tni?w ■ . 

^W— l_2A(£o«i7M+A' "Tl— 2A'«0«u« + A'Tl— 2A»eeö()M + A"'r"*^ 
Quia est 

2A''.i7siniyn i^.gjni;« nsini/ti 

1 — 2A"co»i;k+A^« A—+A+' ^^^ ^ «o«(»dä')'-oo8«|i' . ,- . 

formalae hoc elegantiori exhiberi possont modo 

. „, > jjSiiiT?« I i?sint?u I ^sin*?« , 

2 ifrfui -- 'J®'"';» I 'i®'"'?" I 'J®'»'?" I otc 

Senes 1. etiam in bis Tormis repraesenlari potest 

E Serie 3. facillime. perspicitnr, esse Jf(jK)=?0, 

1 iM(Ä"+«) = - Jf(Ä:— «}, ergo AfC2Ä — ii)=-M(«), 

^- (ilf(2K4-«)3=:itf(||), 

Crelle'i Joarnal d. M. Bd. XtT. Heft 3. 23 
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E Serie 2. perspicilnr, esse 

6. Ji(w) = i, si est ii = (2«+1).ä:' 
quB iD formnla n designat numerum integrum qoemcanque. Quia est 
£(o) = ^.tt-{-Jtf(u), ergo 

Ei2K-u) = ^(2K~u)-M(u), 

addendo provenit 

T. £(11)4- £(2 K—o) = 2E. 

5. 

Si iti aequafioBe E(u/^}-\- E(tt) = u-\-\n«ADU aobsütaimos ralores 

E(u) = u-^-\-J!U{u) et EXu,k')===u-^,-\-lk{u,/i!) 

.provenit u[^-{-^,~i^-{-M(u)-\-JU(u,k) = lnu,daui qnia vero ab IH" 

Legendre fnvratnra est, esse -^-f-ri — 1 = 2it-y' ^ formaia redacitnr ad 

1. 3!r(ii,A:')-l-Jtf(«) = tnK.dn« — -j^,, 

qua functiones m{u, K) et ilf(u) ad se invicem reducontur. FoDamus in se- 
qoenlibus moduloe dnps 

k = Kai0 et ft'^sinö', 

laue est 

6-{.ff ^ 90». 

Quantitas K' eodetn modo pendet ab sngolo ff, quo K ab aognlo 9. Crescente 
6 crescit K, et decrescil ff^ quare etiam K, Est 

iC=Jir;'si est ö=d' = 45f. 
Si eSI ^<; 45", T'r>l est, quare ifK'^^n, et si vioe vena est 

,, Ö'<;45'', eliam j)'Ä>7i est, 

Ponamns, ö esse <:45'', tunc et ))K'>7i; 3??ä;'>-33i; 5i?Ä':>5n: ©Je.; 
quare fnnctiones byperbolicae QoitjK', QoiSyjK', (S.oSbTjK' etc. citissime 
crescnnU est e. g. 6qö (5 );£';> 10000000; ftfor« «aiea arÜeuU priuee' 
dentis r^£vime convtrgunt, si est <C4b'*. 
S( est S>4B», est Ö'<45% et quia tan 

iM(ii) = tnnVdnw — g^^iÄ(w,ftO. tarn 

il6r(«) = ln(u,A').dnCw,A')-j^-Jlf(«,*') 
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est, quibus formulis Ot(u) et M(u) ad M(u, k) et ilf (n, kf) k^edocuiilar, dnnc 
utimur seriebus 

^ ^ '^ ÖO^i^'ä:— cosi/u ' eod3i?'Ä:— cosi/m "^ So^Sj/ä— cpsi?'« T^^c., 
quae, qaia ff <i4b^^ est, iterum rapidismme convergfunt Ceternm series ar- 
ticnli praecedentis ea gaadent proprietate, qaod semper convergpnt. 

Si vero reductioaein modo diclam adhibemas, caiculus ita instit^aitür^ 
ut tria aut qoatuor seriernm membra prima sufBciant ad valorem qaaesitam 
accuratius, quam plerumque desideratnr, inveniendum. 

Quia in labulis a CI"''' Legendre editis yalores functionis ßiu) con- 
tenti sunt, vice versa bis eliam uti possumus tabulis, ad yalores functionum 
M(u) et M(u) inveniendos; quare tunc utimur formulis 

2. M(u)=E(u) — u-^y et iÄ(ti)=«+ta(ii,*')dn(«,Ä')— £?(«,*') — M.-| 

sive 

3. jä{u) = «-1-tnttdntt — £(«) — «—, 

sive , ' ' ' '• " ^ p 

6. 

Tx.fl. .. j Inadnadnu* . . - '^'^i 

DiiFerenliando v = -z — u-zri r invenimus formülam 

^ — 2Ap*snacnadnasnucnfidnu n 

^*' f= r — (i~**«i«?sn««)» :^.^f 

quia vero est dn(fl-f-fi)-f dn(g— 11) = ^^^^,^^^,^^^, et 

dn(Ä+ti) — dnfii — fi) = — 3 — r» — § — -^i^^ ^ 



muUiplicando OiitQit'' 






1 — &*sna*snu* 



>'■ 



^ da(a+y)'— dn(fl— u)* _. rfv - 

. . .. ^^ .B(a4-w)+JK(a — w) . 1 tnadnadnu* 

quare integratio praelbet ^V,/r ;t ^^ > = po^ + i-Jfc'saa'sny* ' P"*^ 

w = formula abil in E{a):=coikB\.-\-\naAna, qnara^^^ ,■ ..jj), ,,1,^. 
. E(o4-M) + E(a — m) ,«7,/ » tnadoadnM* . j 

23« 
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Redacendo membrnm aequationis secundum formula est 

rt jE(ö+M)-fJS(a— u) wj^. V ft'snacnadnasnu' 

4, — — J — H/ffl) = 3 s-r r = — • 

2 ^ ' 1 — k^snarsnu* 

Permutatis inter se n et ti^ quo a — u abit in — (n — ti), ideoque E{a — u) 

in — E(a — ti) orilur formula 

E{a -}- ti) — E{a — u) w^. . ft'snucnudnusng* 

2 ^^^^ l-**sna'snu* ' 

quae addita aeqnalioni priori praebet 

171/ I N wn; K V7f/ \ fj2 cnadnasnu-l-cnu dn flisna 

E(a-{'U)—E(a) — E(u) = —krsnasnu. 3 — , , ^ , 1 ; 

. ^ ' -^ ^ -^ V 1— ft*sna*8nii' ' 

. / t \ cnadnasnu-fcnudnusna « . 1 •. j »^ 
quia vero est sn(fl + ti) = 3 — , , ' , i , formnla redacitnr ad siln- 

plicem hanc 

3. ^ ^(ti) + jB(fl) — jB(fl-f ti) = A:^snflsntisn(a+ti). 

Si ponimns a'\'U = K, ergo a = lSC— ti, est sn(ii-{-ti) = l, snfl = -^ , 

qnare 

Si in formula (3.) ponitur ai loco a et tit loco ti^ dejecto factore i formula 
abit in / 

5. J^(ti) + ^(a) — i?(fl-{-ti) = — Ä'tnCfl, kf).ln(u,k')An{a'\-u,k'). 

Si in formula 2. substituimus 

E(a + u) = (a+ti).;|+if(fl+ti), . 

E{a—u) =^ (a—ii)-;^+ill («—«), 



£(a) = a.^'\']U(a), 



formula abit in hanc 



ß iw(fHh.^)+^(« — ^) mf/^\ Jfc*snacnadna snu* 



Pari modo formula 3. abk in 

7. M.{u)-\-M{,a) — M(ß^u) ;= A'siiasiittsnCa-fti). 
Qaia est ilf(£) = 0, e formala hac Sequilar, esse 

addimas adhnc formtilam 

9. ir(«)-fi4(a) — if(a+ti)=--*'to(a,*')tn(«/*')tn(«+ii,*'). 
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7. 

Formala id articulo praecedenti inventa 

- k^.snacnadnasnu* .^ . . M{a -}-«)+ M(a — u) 

^' i—k'sna'snu^ — Jn[a) ^ , 

sive 

pro theoria fanctionum ellipticarum tertiae speciei gravissimi est momenti. 
Formulam hanc alio etiam modo exhibere possamus. QvLVä enim est 

]n{a,K)-\'M{a) = tnadng — ^^^, , 

est 

^ tnadnadnu* lUf . u\ \ ^« r M(ö-f«)+itf(a— u) 
^- l-*«snö'snfi« = ^(^^'^^ + 255"' + 2 

Si iD formulis bis ponitur simnl ot loco a et tii loco u, fonctiones M^a-^-u) 
et M{a—u) abeunt in tilf(a4-ti) et iM(a — u)^ ^(a) mutatur in t ilf(a) 
et M{a,k) in iM{a,K)^ qaare in utraqae formula factor communis t dejici 
potest, quo formolae in formam realem redennt 

Si vero u realem retinemus, at ot loco a ponimus, yel si a realem 
retinemus et tii loco u ponimns, utraque formula formam imaginariam induit, 
quae non in formam realem redigi potest, nisi funcliones il!f(iij-f ti) et 
M(jA — ti) in casu primo, sive if(a -f* tii) et M{a — tii) in casu secundo evol- 
vimus; hac vero evolntione forma aequationem (1.) et (2.) simplex perit, et 
ad identitates relabimur. 

8. 
Si aequationem (1.) calculi praeeedentis multiplatam factore du inte* 

gramus, prodit, posito 

^^ ' ' J 1 — ft*sna*suu' ' 



formula 



Ponamus porro 

^{u,a) = f/^[öiiilf(a + ti)+aiiif(a-ti)] 

sive 

"' e5~" 5 ' 

tanc est formula 

3. ^ (M, a) = u.Mifl) — ^{u, a). 
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Punclio ^{Uy'o) est idem integrale eliiplicum, quod in Fandamentis a Cl"** 

Jacobi designatur per IT(u,a). Qaia vero haec fiiiictio, quod mox vide* 

bimus, est naturae hyperbolicae , signam Germanicum ^ («^ a) praeferimus; 

functiones eas, quae sunt cyclicae naturae, signis latinis designabimus. Functio* 

nem ^(u,a) nunc in seriem evolvamus. 

Est secundum arliculnm 3. 

^, ,-. 2hvsin(va^fiH) , 2A*ysin(2i?a42^u) , 2A>iysin(3igg+3iyfi) | ^,^ 
ilf ( «-j- fi; = j— p 1 iZIÄ^ 1 i—k* -t-eic, 

^, . 2A i?sin(iya— lyti) , 2A*iysin(2iya — 2i?u) , 2A»iysin(3iyg — 3yu) , ^,^ 

in^a—u) = j_^i 1 |_^« r ■ — ' — j_^e r ®^^' 

quare addendo proveait 

M(a+w)4-ilf(fl— u) 
2 

2Aiyginiyg.oosiyM ■ 2A*iysin2iyaco82i7M . 2A'i7 sin3iygcos3fyu , . 

— TZIJ? T 4_Ä4 h- JHP +elc.i 

si series haec miiltiplicala factore du integratur, obtinemos serieoi idh«c 
simpllciorem . , 

M iYx, \ 2Asmi7asini?M . 2h*s\n2f]a.sm2fiu , 2A'sin3f7<isin3i7tf , ^ 

4. 9fi(«,a) = — jjj3:py— + 2Tr=Ä^) + scTUa^) +^*^V 

Constantem non addimns terminum , quia integrale hoc jam evanesoit, sji « == 
ponitur. Si a et u sunt numeri reales, quod hie supponimus, series s^f^ 
satis cito convergit. Formula haec etiam hoc modo exhiberi potest ' 

4. gfi(ti, ö) = L— j^^f-p^ + —^ + 3(i-A-) +etc,J 

r Acos(5ö-j-5u) , ^•cos(2 170 + 21711) , A'cos(3i7a4-3i7u) , ^ T 
~ L 1(1-A*) + 2(1-A^ + äd-I/!^ ^ +elcj. 

Si Signum A rejicimus appllcando functiones hyperbolicas , est in dermis ele- 

gantioribus 

p. 5Y>/.. N siniyg.siniyM , sin2iya.sin2iyu , sin3i7a.sln3f7u , , 

5. jf(ti,a; — i.gitt^jt' + 2.©in2i7Ä'. + 3.©in3i7Ä' + ^^^' 

et series 4. nunc, pari modo transformata, est 

V'*" t* ' .''*iV * 

co8(i?a— 1?«) 1 cos(2i;a — 2»?«) , cos(3i?a— Syii) , . 

cos (i?a -}-'?♦*) cos(2»?a+2l7«) cos(3i?a-f-3^u) , ^^ 

i.®inj?Ä' 2.@in2i?Ä' 3.©tn3i?iSC +®*°^ 

Novam eligamus functionem 0(a*) talem, ut sil 
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formiila pro 2.Sfl{u,a) modo inventa simpliciori hoc exprimi potest modo: 

2.^iu,a) = logD(a+ti) — logO(a — ti), 
sive 

ideoque integrale ellipticum ^(ti^ a) Ipsam exprimitnr formula 

Fnnctiones ilf(ar) et O(^), ad quas integrale ^(ti^a) a tribus argumentis 
u/a et k pendens revocatum, nonnisi daorum argumentorum x et k fuuctio- 
nes sunt. Si igilur tabulae conficeruntur , e qaibas pro omnibus valori* 
bns argumentorum o? et Ar quantitates M{x) et D(a?) desumendae essent, 
hinc etiam ydXoves M{a)y Q{a, — ü) etO(a-f t^) in formula (8.) snbstituendi 
desumi possent, ideoque computus functionis ^{u,ä) numericua ad usum ta- 
bulamm revocaretur, qui numeros continerent a duobus tantummodo argumen- 
tis pendentes. Quod inventum egregium Cl"^ Jacobi est summi specimen in- 
genii, studiique profundi laurea. Eo magis yero dolendum est^ inventi hujus 
gloriosi utilitatem esse exiguam, cum functio ^ (ti^ ä) ob hyperbolicam naturam 
extra Analysin, scilicet in ipsius appKcationibus ad Geometriam et Mechanicam 
tam raro in usum yenit^ nt tabulas pro functione D (or) elaborari pro tempore 
adhuc vix operae pretium esse yideatur. 

Necessitas, si aliquando erit, tabularum pro fiinctione noya Ö{x) non 
causam in Geometria et Dynamica, sed in ipsa Analysi pura promota sive 
prömovendn liabebit. 

9. 
Si in Serie 5. articnli ^raecedentis K—ü loco tf / ergo n — tju locö 
rju, obtinemus 

1. JCCA — il,a;— i, (Sinti K' 2.©itt2i7Ä' + 3.ein3vK' T^^^' 

quia in Serie hac poaito tissO^ onmes termini evanoscunt, est 

2. 9i(Ä;ii) = a 

Si etiam in formula ^(ti^a)=:ti.ilfCii) — ?t(ti^a) ponimus U = K, obtinemus 
tibi yero in serie 5. atticoli praecedenlis ponitnt JE — n loco a, est 

A Sf>r K \ siniyasiniyu sin2iyasin2iyfi , sinSiyasinSiytf , 
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quare est et 

5. ^{u,K) = 0, et 

6. ^(K— ti, «) = 5« (u, K— fl). 
Etiam in formula^(ti,ii) = ti.if(ii)-f ?i(ti,a) ponatur « = 0, ob M{K) 
= et ^{u,K) = 0, est 

7. ^ (ti, K) = 0. 
Permutatis in serie 5. articuli praecedentis daobas argamentis^ a et n, series 
eadem manet, quare est 

8. 5«(ii,ö) = 9la,ti). 
Si etiam in formula ^(ti^a) = ti.ilf(aj — 9l(ti^ tf) argumenta a et n per- 
mutamus, est ^ (a, ii) = « . ilf (ii) — 91 {u, ä) , quare • 

9. ^(ti,a)— ^(a,ti) ==b ti.M(a) — a.il!f(t0, 
quae formula exprimit theorema de permutatione argumenti amplitudtnis cum 
argumento parametri. 

10. 
Si in aeqnatione 6. articuli 8. constantem aequationis terminum de- 

signamus per log^^ est 

. 1 ^/ N 1 ji cosi^jr cos2i7j: cosS^jr , ^ 

Si in formula 9t (ii, a) = ilog ^/ _"! ponimns « = «, proveoit 91 («,<«) 

2. logD(2tr)=:log£)(0) + 2[ ^ g.^^^^, + 2:ein2i,it> + 3.©iB3.,iiC> + H- 

Si nonnisi functionem ^{u,ä) tractare yellemus, series modo inventae jam 
sufficerent, cum citissime convergunt, et singuli ipsarum termini facillime com- 
putari possunt. Quare seriem 1. nunc transformemus. Est 

I c-N/^\ Ä ihcosnu 2Vcos2i7f4 2A'cos3rif . 

et quia j7^T2r = *"+*'"+**''+*^" + «te- ««*» öbUnemus 

■ c-^/ \ t 'm n/ hcosiju i A^co82»u ■ A'cos3q« , k*eo84i}u ■ , \ 
IogD(«) = Iog4 -2(^ j-i- + -g-^- + 3-^ + 4— ^+«'c-; 

Q^ A'cQgiyti I A*cos2i;« , A*cog3<; w , k"cos4'^u | \ 
— ^\ -j i 2 1 3 • 4 f" V 

Q^ A*co6^;u I A'*cog2^?M , A'*cos3;?m | A"co84i?m , \ 

— ^ l^ i -j 2 1 3 I 5 h etc.^ 

-\-e\c. 




Qaaevis series horizontaliter posita summari potest; notissima est formala 

-2(^— j — + — 2~~+ W-jf^^^O = log(l-2Acosii+A^), 

qua adhibita provenit . 

Quia verq 

est, formala abirin ' ' 



Gonatfinlem in aeqiiationo teniuiiiuD nwiei Ua determineiiHiav {«^ .«eqnetid tat 
quantom potest simpIex: ponamos .igitur , . 

iog4 = -iog[(i4-Ä')U4->')d+'Ä*").^..]/ * 



sive 



,.' " - ' ' *• 






i.1 ' i 



i..t:? .. .1, 



M ,. ,.,(i-h^'|(«+'i')(*+A'')(«{h*'*)-'' . 



tone eoiip aeqnatio abit in 



^ , * 



Hitfi fadBHtfie seqöll^f, ' esäe D(«0 = 0, sf' eirt't« = (2^*1^1) iJK*, it n nü^ 
mernm designat qjiemcapque integram. Si est ti^^-^r-, est 17« = -^« ouare 
cos^ti = 0, ideoque qnivis producli infiniti factor DaHC=l est, mide se* 
qQitur, esse 

nunc <^iqpei^icil!iiP/ esse p{ti}<C^^ 1^ iQleff J^i^9.p et -^^ etfsse 

0(tf)>>l, si Sit ti inter limites y et JST. Pro tt=30 habeauis *. > ^iJ:ir„>:' 

0(0) =(l_.gj^^)(l ___^)(i — .^-^^l^)...V -= 'V 

et pro « = Äest -o.-,'- •-- ■-.■•':■ ■ '- ■--> 

£)(Ä) = 0+,^^)0f (iEc^^igi^ ) (l+ <iro<S.?it>) 



|•••^•^ 



(Cpnt »eq. prox.) 



V, 
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Wa 15. G^derinknHj'm^hoä^ Hovati sithpl cifkptHxi^taerH int0gr.>f^Pd^i ^t Hkrai. 

Methodus nova et simplem ^eomputandi valores inte- 

gralittm ßPd<p , et itei'ä^öriim ffPVi^i ßj^^'^ ^^'X 

in Quibus P est funetio qualiseiingja|p^ qua^titatis ^sin 9 

siv^ eos9> per seiies rapide eonverge^ntes 

(AqcI. Dr. C^r^^uirfermaifM^'^froKi mMb. Ilo^ast, Gi^s^} 









J^otiJMi^tt edque^esl iinetluMlos^ £ integnid Q:^sxi\Pd^,in<^^.P 

m . 1. 1 .. . 9' ''"• -j. ^•^•■♦u\^'' '•'.'^":U' • '* ^'i i>r'' .fli- 

est fuDctio qaahsQunqQo, oqafiraU 8ia9>%.redigendi m sen^ib formae 

cujus negotii pars difficiUima iir eo consistit^ ut funetio i^, evolvatur in se- 
riem P = a 4" 2 Ä cos 2 15p -|- 4i? cos 4 y + 6 <f cos 6 y -f- etc* Omnes confitemor 
atque dolemus, melhodum Euleri hanc esse parum expeiiitam, 'piuril)usqtte 
labor >y e | inyy jntmedis^ r^AjKji^ ^teiii. ii^etiK^m (et VfJBt^^fffLe- id ^semfntikddk 
U^t^ola^ idon^p^iquiw/cum^G^^^ commuaicwe p^9^^jt,jj^^ 

P esse iunctionem quadrati sincp\ quam posito x = sinq>\ adjumento seriei. 
quae dimtur a JnaclaUrtn siye alns modis evpiyimus in sefiem formae 

P=p4'px4'pjr'fpar4'ete.\ quo facto est 

1. Q =z pq>'\-pJ^d^8infp^'\-pJf^Bj0in(p*^ etc. 



Ü ' u 



btruä >riaia, -fföslH» HHegwai /*' Py sia to» faib» ■ - -^t^v • ^^r^rf) . «^ ^ formifläg 
elegantia exeliüMirs^^'^^ ;.-:..: v. . /i ?* :,> '^ -"ji:..»!! •:•>;. ^" h- ,*-':: 

*= 9>rr«nSP«os9), . j V ,^^ j\ ^ . - 

*=9 — sin y cos y — -^ sin 9* cos y, ^ 

* == y _ sin 9 cos 9 — y sin y'cosV — 44-8in y*cos y — -rvT ''" **' "^'^ V 
et reliquas. 





% 

Sit brevilaüs causa 

i * 2 ' * 2 4 

ff=^8m(pcosq>, ^ = ySWiy^<J0»*t5p^, ;^==yV^öy*cosy, .4.. 

qnare " '. .. ' .., , ■.'_,• 

Jam pertpfcitor, ftmfcttones 9,g,g,e\c. rapide conveirgere, quare functiones 
0. 0. ^. etc. in infinitum decrescentes versus limitem quemdam 4^ calerrime 

^«y*?""^*» «W #,* ==iy—^—i—^---^—y-- Serie» (L) P"™» 
abit m 

quae, quia functiones 4^, 4», 4^, etc. yersos liitallAtn 4^ iböitvörgtli^ eott-« 

vergit^ si Bf»^i|d8t haecüUera^ in. in^nltum prplong^ta^ ^- v . v •; 

o I * * r 4-3 • i 1-3.5» , 1.3.5.7* , , 

3. « = »i-T/'+»T^+^70/^+ 



ww» 



lüttüe» oe«««i«it» ' IJbi in Serie (d.) ponltar q " 



tt *=±i^=ä*s^ieU5i==-^Net qoo <? libeatiD 



2 



4. . (y^ f^P.d<p, 



^' 



£v yf/^.^ i *a 1-3 *j il.3.5 » I . \ ^ n 

inyeijAinii^ , (y, = r^Xp/^ ^j^^ _-.^^ ^^|t ^^ ...;=./>. -g. , qotre yice 

versa est 

■'' '^ ■■'-'' ^'••^^' ' -^-••••:v'-^^^' 20'_2 Ad 'i.^^ • ^"'^ •"".' "■" "• 

idMqMl^F ^Boi »odo eoiiipatäri fditest,\'«lti^ ad^noMMi^)^ dt¥»^ «kk 

jwnuiiitQ>:|Qriralaeo(50r €oiidittat^>in gpasMlw-ftfifl^tii^ s^^ «^ est^ qgiliii 
adimpletam esse etiam in.Euleri metbodo supponitnr; 

Seriem (2») iiue transforoiem», «t cUisskie cottferga^ Aabstitnenda 
^^^qr—i^4^is=^^f^}^St^ 6t«i otftur «Mfies fcaec 

= 99— w— w— w— «^— w— ••; 



est vero 



» ^-r*».,j' 





1 

g z=^q — p ■:< 

« « 1.3 » 1 " i ^.8 * 

* » 1.3.5 « 1 » 1.3« 1.3.5« 

* * 1.3.5.7* 1 » ^.3« i.3l5« l.«.5.7^ '' 

etc. elc. 
Si coefficieniem ^ compotamas adjamento seriei (3.)',' simul cömpatainüs nu- 

meros q, q, q, g etc., quos ex iisdem fere termiDis comp^oüimüs, ^bar^ cäl- 



6. 



-il- -M 



t . I 



;i< 



cuius hie est facillimus: nee noa perßpicitnr, quantitates g, q, q, q etc. cito 
convergere, et e8s^^:=(h Sabstltntis vatoribas^pro^^^ ^^' j^/ etc. sopra po- 

7. = q.(p—islt^iptoiip^^qiin^^tfdS^^^ 

— gyg^fl'siiiy^coay — j-j-y-^yshup^cosy — •••• 

Retti satfs perspicuam exemplfo illadfriife sopelrfläinii edse* Videta^; 'si 10. ^1S#-^ 
gendre hanc a^blbutaset forasuIaiDj täbolas IJDiMtiimQii ^i^iöar^ 

facillime. Si integrationem repetima^ et R.^^j Qd(pjfomfs^Sy^iS^ 

series magis etiam convergens 

„ qq>^ » sinqp* 2 « $i«9>* 2.3;; sin gf 2.4.6* sinqp* 

^ = "T"~^'"2 — Ty'~4~"^3:5^^-"T~~3:5:7^""8 

ejusdem formae series, cujas est series P, Integrationes eodem modo iterari 
possant: series vero inde örtae citias citiasqae conyergant. Si P non satis 

c9jQim04e \n^wvßVkii^mmii^^psm<p}^^^^^ «is<4fi pQtert, ^d«llfr9llbl 

fuaiilioDeiii ^i^Wii^^pim^ eins est g^erisvW'ltt 

senem formae nsm^-f-ßsmfT'i-csin^^'-l-etc. siye m seriem formae 

o^^sin ^Mih^^l^'ifritt^^ . .7«ite(ä+csia 9»^'4'^f in^^-f •-••) + (iiiiif^-f tfsiii^^/siiiT)*-! ) 

evolvL ^«ieat^,;pairi iQodo, ^ series obtinea die coiyerj^eiites neciiQ«^ si cos^ 
loco siny ponilor. ^ _ ^ '; 

Scripsi Monast. Guöst. d. 7"* Maii 183^6- ' 
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16. 

Integralia ellipüca terrae speciei redueendi methodui 

ßimplicior, quae simul ad ipsorum applicationem 

faciUimam et computnm numerieum expeditum 

perducit 

Sectionum conioo-ipbaericarum quadratura et reotifioatia* 

(CoBt dineit U. tam.Xf.V. Vb.i.) 
(Aact, Dr. Chr, Gudtniumn, prof. matfa. Monast. GoMlpb.) 



^■^"•^ff"'* 



II- 

differentiando ioyeniiiMis 
quara est 

^ = 9«.«H 

unde tequltur iotepando 

/" d « . Jlf («) as log D(ll) + Coiwf. 

Posito t( SS habemqa 0sslos&C0)-)-Co98>., liTe Coost. ^^k 
ideoqae 

Differeotiando functionem log (1 — it< 90 a^ gn n^ obäDemus 
quare est 

/^^ — fc* >D fl* SD II tnii dn 1 1 flu ,. /- ja 2 in 

Si vero formiila 6. articuli 0« penmitamii» argumenta «r et (/| est 

Mi u-^a^-^imu — (?) Vf/, N /k*8na* inwcnwdoM 

2 ^ ^ !->-&' 8UO*5D II* • 

Cf^De'a Journal d. M. JBd. XIT. IIA. 3. 
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quam aeqnationem multiplioaiiclo faotore u et integrando adjumento for- 
mulae 1. obtinemus 
iog£)(«+a)4-iogO(«-«) _|pg£)(„) ^ c^„gj^ +ilog(l-*»8nö»8n«'). 

Si in formula bao ponitur u=0, quia &(— o)s=:0(+o) «st, ibrmula 

reducitur ad 

logO(o)— IogjD(0) = Const., 
quam est 

nre 

2. Ö(tt + c).D(«— a) = (^igj|Il>)*.(i_*»„fl«gnö'). 

Si in formula hac ponimus iis=-7^, quia D^y) = 1 ^t sn-^as ^.. . . 
est| provenit 

a. o(f+.).ß(i-.) = Q'.(i--^), 

formula^ cujus ope calculus in confioiendis tabulis functioois 0(x) sable* 
vabitur. E formula 4. artiouli praecedentis sequitur; esse 

ß('7") = ('+^)('+i^^)(«+sS^)-" 

unde concludimus^ esse 

quod et simplioius sequitur et formula 2. 

E formula 

fadllime aliam deducimus relationem generalem; sumamus tertium argu« 
mentum v arbitrarium^ tuoo est pariter 

9l(ii+t;+ö,^) = i.einvK^ + 2:@MW^ +^*^- ^ 

sn(i/+t;,ö+t;) = TeiiT^^j + jTeiüi^Ä^ + ^^- 

Quia Tero est 

adest relatio simples generalis et nova 
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Qttia est 

pariter est 

3l(t;,a + y+«) = |Iog^§±2^^> et 

Taloribus hb in aequatione praeoedenti substitutis^ obtiDemus 

0(a— m)* 0(«+ö) ~ 0(a — u) * 

quae aequatio est identitas* Quare formula 5« etiam alio modo et quidem 

ope formulae JR(w, a)==~$logg^^^^ demoiwtrari potest. 
Quia est 

pariter est 

^(y^u + v-^a) = Vn/U^u-^v-^-a) — 9l(i/,« + t;4-ö) et 
g)(£/ + f;,o + i;) = (tt+t;)i»f(a+t;)— 9l(i/ + t;,a + ii)j. 

hino adjumento formulae 1« deducimtis reiationem 

SÄ u . M{a) + V, M(u + 1; ^- ö) — (w + 1;). iW(ö + v). 
Ponatiir a-^v^^c, et a + i;-}-£/ = Ä, tuno est vice versa 

V 5= c — ö, u z=z b — c et 114"^=* — o. 
Taloribus bis iu aequatione 1. substitutis emergit. formula magis conoinna 

3. JW(6— c,c) + Sfl(c— 0,4) = 3l(b—a,c) 
unde deducimus relationes 

4. q)(6 — r,o) + ^(c— ß,Ä) 

= q)(Ä — ö,c) + (A — c)/W(a) + (c— fl)Af(Ä)— (4 — c)M(c), 

5. q)(ö,6 — c) + g)(6,c — c) 

= q)(c,A-^ö) + fl.ill(6 — c) + 6.iU(c— ß) — c.M(A — a). 

in quibus argumenta a, b, c sunt arbitraria. Ob formulam M{a)=i 
E 

E(Q)'^a.-^ est 

{b^c).M(a) = (A— c).£(ß)— (aÄ — öc). J, 

(c— ß).i»f(6) = (c— a).jE(A) — (4f— ß4).J, 

(i_ß),;ji(c) = (Ä-.a).£(r)— (Ac — oc).-|, 

25* 
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ideoque formula 4. etlam boo modo eiJkiberi polest 

« g)(Ä— a,c) + (4— c)B(a) + (c— a)E(i)~(Ä— <i)Ä(c> 
Quare pronunciainiis theorema boo Dovum : 

Summa integralium ^(/»^a) 4* 9^ (''9^)9 ^i ^st m^nsi^b'^a^ sem^ 
per ad integrale unum ejusdem generis ^{m'\-n^c) et ad functio^ 
nes elUpticas seeundae speciei reduci poteetf et pari modo etiam 
summa ^{o^m)-\;^{b^n) sub eadem conditione ad integrale simile 
^(c,m-f-/i) et ad integralia elliptica seeundae speciei reducitur. 
Argumentum c determioatur formula c=:6 — mss/i-f-a« 
Duae formulae etiam boo modo exbaberi possunt 
7. g)(Ä — c,ö) + q) (c— a, b) + g)(a— 4, c) 

Ä (4 — c)JB(ß) + (c— ö)E(Ä) + (ö— Ä).£(c). 

qua in forma analogae sunt formulis goniometricis notissimis 

^ina8m(Ä — c)+ 8inÄ8in(c — o)-)^ t|nc8in(a— -6) = 0, 
0O8O8in(6— c)4*co86 8in(c— o)-f-oQ8c»[n(a-^Ä) sa 0« 
£ formulis 7« et 8t dedüoimus adbuo aliam quandam formulam memo- 
rabyem# 

Ponamus breyifatis oausa pauUisper 

V z=i (4 — c)£(ß) + (c— o)E(4) + (a— Ä)B(c), 

tune est 

yj^^ = Ä[£(a)— E(c)+£(c— flr)] + a[£(0— Ä(Ä)+iP<Ä-.e)J 

+ c [Je(4) — £(ö) + £(ä — Ä)]. 

Inyenimus yero in artioulo ^. formulam 

£(ö) + £(tf)— £(a+tt) Ä ifc'snasn^^snCo-f-'^) 
quae, si — * c looo u pooitur^ abit in 



JE(ö) — E(c)+E(c — o) = k^manncBn^c-^a)^ 

pariter est 

£(c) — E(i)+Z(Ä~c) s= iPsncsnisnCi— c), 
£(Ä)_jB(ß)4-£(a— Ä) = **snÄsnflrsn(ö~Ä) 

ideoque substituendo oritur formula 

yj^^:= i;^[a snÄ8nc8n(& — c)-)^Äsnasncsn(c— a)4-c8na8n6sn(a«^&)]^. 

imare oervenimni ad reiationem iiano abstmsam 



16. Gudermanng iniegraUa dUptteri. spee» reducendi method. simpL 180 

s=s l^[aBnbBncm{t — c)-)-68QC8na8n(c — a)-{' cnna nnb sn(a — b)]f 
quae inter formulas memorabiles censeri debet^ cum relatioaem sbtit inter 
sex iotegraiia elliptica tertiae Bpeciei^ quae a tribus elementis a, b, c pen« 
dent ommno arbitrariis« 

Rerertimur ad productum 

Oom est 

formula etiam hoo modo exbiberi potest 

csr \ ^ «— 2^co8^ii+^*)(i— 2A«co8iyii+A*)(l— 2;k^co8ytt4-M^««„ 
»W — (1+Ä*)(l+Ä«)(l+V<!).... 

At inyeiiit Q™^ Jaeobi formulam (Fiuidameotä^ pag, 180.) 

(1— 2Äoa8ija + Ä')(l— 2Ä'oosijii + Ä*)(l— 2Ä«oosi|i/ + Ä*^.^. 

1— 2/kco8iyii-f-2A^co82iytt— 2A »cos3iytt— 2A'^cot4^if— +stc» 

— (1-Ä»)(1-Ä-^)(1-A*)C1-A*)...^ ' • 

Si igitur breyitatn oausa ponimus 
;> = (1+Ä^)(1 + Ä^(1+Ä»^.... et y = (l^Ä')(l—Ä*)(l— *«)...• 

est 

C\f \ 1— 2Aco»i?«4-2*^^Q^2iyii— 2ft^co83iytt4'2A'^co84igu— etc, 

. ''^ ~ P-Sf 

Ponamiis a+<^ loco ir^ et sit breyitatn causa paullisper 

G = 1 — 2Aoo8f}aco8i|tt + 2^^cos2i]ocos2f}£/ — 2A^oos3))acos3t|ii + ^^f 

H SS 2 Asinija sioi)^ — 2Ä^sm2 qa »[n2)]i/ +2A^siQ3i]asia3t|ii— eto.^ 

est 0(b+«)=s — 31— et pariter i>(«— ») = — — ; quia voro 

gi(a,«) = iloggg±^ est, prodit 91(«,ö) = iIog§±f , «ive 

-^j, ideoque Sang 91 (i/,a) = -^j sive 

*• ^ ^ ^ ' ^~ t—2h cosiya co8 1711 +2 A* co82 jya co82 171» — 2 A' sind fla sinS ^u-f-etr. 

Similem formulam pro functionibus eilipticis tertiae spedel^ quae ejrolicae 
oaturae suDt^ primus inyeuit €1°'*' Legendre. Duo hujus fraotioma mem» 
bra sunt series^ quae rapidissime couyerguot^ si argumenta a ti u non 
ima^naria sunt« 
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Nunc yero funotionem 3l(u,a) in partes iofioite multas diBsoIyimus, 
quarum tangentes hjperbolioi rapidissime convergimt| ideoque et ipsae 
rapide convergunt. Quia est 

et 

-| go&wf;g^— co8(iyq+i yii) xIq^ ^^^?^^^ — co»iygcp«iyi4-|-8iDiyasiDiytt 

obtinemus formulam hano attentione digDissimam 

+ a„5„j (. ■■°''"'°'"- ^) + etc. 

quae etiam rapidissime oonvergit, et cujus utititas iofra magis adhuc elucebit. 
Si seriein hanc comparas cum seriebus 1. et 2* articulo 4« erutls, 

similitudinem inveDies magnam. Si functiones M(ü) et M (/i) e seriebus 
modo dictis computantur, valoribus (IciriK'^ (loi^fjK^ Sof5i)Ar^ etc. in 
calculo hoc adhibitis iterum uti possumus in computo functionis 3t(u,a) 
ope seriei modo erutae^ quod est commodum non spernendum. Si pro 
IH{a) et dl(u,a) iSeries ipsas ponimus^ est 

^K^f»J — goJiyK'— C08 17a ~6o«3i7Ä'—co8i7a~ 606617 Ä' — co8iya "*"• 

MO f 8ini7U8iD^a \ m o ( 81017118111170 \ 

— 2lK %m W«i7Ä'-co»i7«cos«^ ~ '•" *<»"3 Wo«3uÄ'-cü.,«co8,!,a/ 

— »TcSana ( ,. .. >./ ^ ) — etc. 

^ x'i^O&ö 17 Ä' — cos 17 u cos 17 a/ 

Si igitur ponitür 

? ^^ g^uainjTo ^ ^ / 8ini7fi8iDiyg \ 

^ "" 6o6((2ii+l)i7ÄO — C08i7a ^^^^^"3\So«((2ii+l)i7Ä') — cos^iicosiya/ 

fuQCtionis ^(e/)^) evolutio noira est 

3. y(w,ö) = vJ^ + r//+vp + 4^+etc. 

n 

Functio ^ ejus est generis^ ut — posito 21 ss abeat in 

ysiDT^q rjs\nr,c ^ 

606 1(2 /i +1) 17 Ä';— cos 17a So« 1(2 »+ 1; 17 Ä') — cos 17 o ~ 
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14. 

Quia est ^(Ufa)sau.M(a) — gi(ü,a), parlter est 
fp(tf,a) s= v.Mla) — 3llvya) et 

hino deducimus additione et subtraotione 

1. 9)(tf,a) + <P(v,ö)--9)(a+v,b) = 9l(« + t;,o)— 3l(a,c)— gfl(v,«). 

9uia vero est 9l(« + v,ö) = ilogg^±|); SR(«,«)^ JIoggg±g 
et 31 (u, ö) = f log £s( _^x j substituendo nanoisoimur 

Quia seoundum artioolum 11. est 

/ £>(«). 0(a) \» __ 0(w+a).£)(»--a) 
\ 0(0) / 1— A'sna'sDM* * 

ope formnlae hujus pars logaritbmioa in formula modo erata ad (unotio- 
nes elliptioas reduoi potest. Est primo 

/ £>(u—a).0(v — a) y _ 0(«4-t» — 2o).OC«< — ") ^ 
\ 0(0) / ~" 1— *»8n(u— a)»8n(v — a)» 

/ 0(«+a).0 (v+a)\« __ 0(u+v+2a).0(u-v) m„_„. 
V Ö(Ö) / ~" l-fc'sD(u+a)'8n(v+a)> » »«'«<»T»» 

0(m— a).0(t;— a) ,// 0(u+t>— 2a) |// 1— ft* 8n(u + a)» «n(t;+a)« \ 

0(«+a).0(w-fa) ^ '\0(n4-v4-2o)*' VI— *»8n(u— o)»8n(v— a)'/* 

Est porro 

/ 0(a)0(«+t>+CT)\ * __ 0(M-t t>+2a).0(»+t>) . 
\ 0(0) / l—k*»aa'»a{u+v+a)* 

/ 0(a).0(«+t>— a) \»_ 0(u4.v— 2a).0(M+«) 
V 0(0) / ~" 1— Jfc»8na»8n(u+v— a)» 

quare 

0(K+t>+a) _ i// 0(«+t;+2a)\ .// l— t» »na» 8b(«+v— a )«\ 
0(u4-y-o) "" "\0(M-j-v— 2a)/*"u— *»«na»»n(w+v + a)»/' 

Produotum duanim aequationem a funotione C(dr) non amplitu pende^ et 
formula 2« nunc abit in 

3. g)(tt,o) + q)(ü,o)— q)(tt + w,fl) 

, I [1— X;« »n (m4- a)* »n (v + a)*] [1 — it» 80 a*.8ii (w +t; — a)*] 

15. 

Formula in arttoulo praeoedenti inrenta 3. in simplidorem, quam 
Ol. Legendn inTeniti at nonnisi caloulo prolixo transformata est ab 91*" 
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JaeoU. PerloDgas at evlteinus evolutiones, methodum simileiii adhibea* 
muBf qua U8U8 wiLegendre^ ut formulam eam eruamusi quae nobis plaoent. 
Est 

^^ \ fc^snq tnaAna%nu^.Bu dna du Jpg #. 

et pariter 

ö9)ft;*ö) = 1 — • j — r; 1 r-^": — •^vt 

^ r\^9 J xna 1— A:*soa* snv* tna ^ 

ponamuB niinoi summam u^vs:^w esse oonstaDtem i ideoqae Bw^ss^ 
d£/4-dt;ssO esse^ tuno est 

r/^^^xt'^M^/ \ in af du du \ • 

«\ / \ r m / ^ /! fc^ sn o cpg dna . (sn v* — sa ti^) 9ii • 

V(tf,ö>+ y Wo) =yi-.Ä»sn «Manu» +811 t;»)4.it*sna*siin»8nv«* 

Quia est Ir^snt)^— i^^sna^zTsdnci^— dnt;% est etiam 

Est vero dE(u)9aiänü^.8u^ dJS(t;) sx dn t;^«dt; ss «^dDt>'. diii ideoque 
dJE(«/) + öE(f;) = (dnii»— dnv')5ii; quia rero est 

JB(ii)+E(i;),-?^E(«i + t;) aps *'siiiisni;so(ii + t;), sire 

E(u) + E(v)-^E(w) s^ i^^soiisüf^snu;, ponendo i/ + 1; s üc^^ 
est dE{u) + dE(v)tsst^nßivB(Mfiumvyi si igitur breyitatis causa ponitur 

z sss WHUUkVf 

est summa 

Factor sn/z^+sot;^ in denomioatore per 4; exprimendus est 9 in quo adhii' 
bemus formulam notissimam 

Gn(£i + t^) = coi/cni; — sn II sat/ du (fi 4* f;)| shre 
onu; S3B onucni; — zdnw, 
quae transformetur in 

1 — snii* — sn 1/^ -{- sn zi^ sn t;* as (cnz^^ + o^dni^)^ 

si?e 

1 + 5* — (cni£;+*dnM;)* sb snii'+snt;^ 

M rembmm sinistrum evolrimusi prodit 

sni/^ + snt;* ss mu/^-^-t^nnu/^.:^ — 3 j^cn i£^ dn z^^i 

quo valore substituto est 

mr \JL(Vif > _ /^ *— X:*SDgcoadoa8nic;.cfg «__«. 
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At dSBbrentlaiido iunctlonem 

Vt rero fot^ale posito ««=0 evaneraat, ponamus mf=sO| quo fit 

Pf ^s k^ nnä^ cnw dnw^ 

f-^n? = ** sna*— ** »D a* %nw\ 
Qiiia est 

cptapropter est 

9uia poato » »= sit 9(tf,a) s et ^(t;,^) =sq>(z<;,iaO s= ^(t' + i^,«), est 

y («» *) + y (f, «) ~9> (tf + 1', o) 

^[ H^ A, / • fc* 8na eng dnaaimsni; SDiif \ 

"^ ^ Vi — ^^ana* 80V*r|-.lc* 8na* cnu^dnu; so« sni;/ * 

Si in denominatore substituitpr pro htxu%nvdnw yalor cnucnt; — taw, 
formula redueitw ad simplioiorem et generalem 

Si in formalh bao ponitnus vss X — n, est acc; ss tz-f-iicsi'y et quia 
^{k,a)?=^£.M(Q)?s^£.E(a)'^a.E ioTenimus^ 8umma9(£^,a)+9)(4r~ci^ü) 
ab integrali elliptioo seoundae spedei pendet. Quia insuper nunc 

sni/ss^ — , cnt/sss-r ^ snzit;:^! et cnw^ssO est. 



laift' doli 

foraiula generalis abit in 
2. V(«,<r) + g)(4r-i/,o) = ir.JIf(o)-3rK$a«0(^^^2L2.!H»£Sif). 

16. 
Nono etiam somma iDtegralium ^(u,a)-\-^(u,b) ad integrale simile 
redudtur, iu quo argaraeDtum parainetri =ta-^b est. Quia secundum articii- 
luin9. est 

Crdle** Journal d. M. Bd. XIV. HitS. 26 
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ex aeqiiatioDibus hj8 sequitur^ esse 

quin vero JU{a) -f- JW (ä) — Jf (a + i) = ir^ sn o sn 6 sn (a 4. 6) , et secundum 
artioulum praecedeutem est 

y(.,»)+yft»)-y(.+t,»)=-««sa..,( f;;-.-^°;;;;;;;;;;H->) ), 

oritur formula goncralis 

1. 9>(tf,o)+«P(«,Ä)-9)(i/,« + 4) 

Si in Cormula iiac ponitur b ss K — a^ ergo a -f £ s= jf, est 9^(ii) ^+^) = 0, 
ideoque 

14-« 
est formula 9(t( Stcing (z) s ^ log j^^-- ; si ponimus 

• ft* SP g CD g SDK cm/ 
"*" do a * inu 
l-f. J5 ^^ dog Snw^k^ snacpg snii enu • 
1 — X "^ dogäoM — X:*6ngcngiau cnu' 

14"Z ««„ ^p(g — «) 

1 — X *"" dii(g-f-w)* 

quere formulae 2« in articuto praecedenti et in hoo etiam sie exlvberi possont 

17. 

Relatiooet modo erntae jam satis naturam b3rperBoIicam iotegral» 

. jH» » f" k* SB g cn a dp g sn u*.8u 
1. p{,U,0) =y^ i^kUni^.snu^ 

manifestant; vidimus eniniy summas integralium hujus formae pendere 
a funotionibua hTperboliois« Forma baeo diflSdrentialis in aliam oogi potest 

formam non minuii memorabilem^ si snbistitiifmus r , ^ looo Mbu\ quo 

facto reduotione facillima obtinemus formam alteram hano 

rt ^^, ^ /^Ä*iogcngdogliiii*. 5w 
2. q)(tf,«) =y^ l+dng«.1o^ 

Jam vero ad btegralia tranaeamus, quae auot oj-clioae natürae« Pona- 
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mus hmio^ «0 ßoern in loco u$ quia est ta(ui)^=i.m(u,k^)y esi (tamy^i 
— BD (w, *0% ideoque i . (to (w i))* . B (u f) == m (w, ky . d u poaiti vum e«n Hino 
perspioitur diSereotiale fuoetionis i*^{ui^a) non solum esse reale, sed 
et posiÜTum. Integrale vero i.^(jiiißa) desigoemus sjrmbolo P{Uf(i)^ 
quare est io forma reali prima 

et io forma altera 

FuDctiones igitulr elliptioae argumeAtwum ei et a id utraque forma reali 
obviae ad modulos diversos k et k' referendae sunt; ioltegrale P{uyti) 
esse naturae cj-cljcae^ mox videbknus ; dirersitas nodulprum k et k' modo 
dicfa est oriterium naturae hujus ojdicae. 

Coonexus ioter integralia ^(n^a) et P(u^a)^ exoeptis oasibus qui- 
busdam siogularibus, si series infinitas i^jiois, nonnisi io forma imagioaria 
exprimi potest« Formolae hae imaginariae Sjuiit 

et Tice rersa 

fi. i.P(ai,o) = q)(w,Ä). 

Integralia ^(£^9^) et PCu,a) in multis sese dUFerunt ; iotegrale ^(u,a) sim- 
plicitate formularum gaudet inajori^ qiaa dirersitas modulorum deest; at 
integral! P(<^>^) saepissime utimur io Geometrie et Mechanica, integrali 
^(u,a) Tero rarisssime utimur. 

18. 

Si pariter in funotione 3t(Upa) ponimus um loco u^ imaginaria fit 

et taliii Mt dejecto faetore i fiat rralis et posidva^ Ponamus igitur ■ ,^^ 

fit vice versa 

Functionis ^(ji^d) evolutiones in series jara sunt in formts realibus 

4. fang /V(^«,c; — ^^ja „oii^a . (Jeli?« 4«2A«cet2);a . Seö 2i?M — 2A»co»3??« . €o«3i?u-|-elc. » 

26» 
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5. iy(»,o) ^arctang (ge^^gl'Sgog»,«) + '^*^ U,>tW-^7a(hiJ 

Seriem 4. jam inveDit ei*™ Legendre , series 3. ad caloulum numeriomn 
param prodest^ quia lente oonvergit| si diflferentia positiva^f^— *ii est 
exigua. Seriea tero 5. semper rapidissime oonvergit, si posito itssabO, 
angalua 0^45% sive non ^45^ est, et quidem multo rapidiu8| quam duae 
aeries^ quae formulam pro tang N^ {u, a)xoD8ti(uunt; inum formulae nostrae 5« 
infra ipso exemplo numerioo illustrabimusy quia aeriea haeo inter omoes 
est maxime apta ad computandum functioots iV^(i/y o) yaloreiiif a quo pen* 
det computus integralis P(Uja). 

Si io Seriebus pro N{u^d) sive ittngN(jn^a) ponttur assJTi iqre- 
uimus, dummodo u non = § est, esse 

Si yero ponitiir u^=^K' in serie 3#| est 

N{K\d) = 2i^ + 5iS§2i? + ![!1|55 + ^ + etc. 

Series yero baec summari pötest, quo inveniimis Nißf^ti^^ssi-x — ^; 
quia Tero est *l = '7-9 incidimus in formulam memorabilem 

formularum N{u^K)^Q et iV(Jr', a) :;= y (l — -j-) a formulb 

prius inventis 9t(jr,ii)sssO et 9t(ei,Jr)ssO jam attentione digna censetor« 
Porro invenimusi esse 9l(2/,a)ss9l(((},ii), at non est iV(i/y o) s= iV(a, n). 

19. 

Si in formula fP(£/,a)ssi/.J(f(ii)-*9l(i/,a) ponimus ui loco u^ et 
aequationem insuper multiplioamus factore i^ emergit formula fundamentalis 

1. P(i/,«) = — a.Ä(ö)+i>r(i/,o), 
qua funotio P[UyQ)^ redudtur ad functiones ilf (a) ^iN{Uya\ quarum com-- 
putus numericus in promptu est« Quia est 

funetio P(u fO) etiam ad fimetioiies E(a) et JV(u,a) reduofa est* Si poin- 
tur a = Jr, ob M(K)s=0 et Jy(u,i)=i0 foyenimas, esse 

8, P(«,ir) = 0. 
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Si vero ponioros usaK*^ uiddimut in fonnulam 

3. l>(ir^ «) = - K'.M(a) + |-(l- -^) 
quae non parum ditcrepat a formula analoga prius mveiita 

20. 

Si io formula generali artionli 15. ponitur tum ui loco u, tum vi 
looo Vf et aequatio insuper iactore i multiplicatur, emergit formula 

1. P(a,o) +P(i;,o) 5= P(a + t;,«) 

fk* sn o cn g 3b g sn (k, Ifc^ an (t>, V) sn (u -f-», fc^) \ 
~" •"* ••■8 U» in o»4- du a» «n (m, t') cn (w, t') cn (m +©, »0' • 

Formula vero generalis artiouK 16. nunc abit in 

2. P(ji,a)-{-P{u,b) SS P(i/,a + i)— it'8na8ni8n(o + A).u 

a- AM ten<r / »»»Ba«nt«p(a+&)tD(«,V)dn(«,fcO \ 
-r armwig \j„^„ j^a _ ;t. ^na cn h cn (a4-*)8o (u, f )»/ * 

Si in formula 1. ponimus UsoEf-^Uf ergo »•f-^^'^'* ^^ 

3. P(„,.)+P(i£'_,,.)=i.(r,,)_.«ta.g(^".!:^^^|iÖ|. 

Si Tero in formula 2« ponitur £ s=s JK — a^ eit 

4. P(«,»>+P(«,K-«) =- j_^«+arotang(--^;j^.5ijjj^}. 

Quiaest J»(«,c) = flog §g±^, est etiam 91 («/,«> = | log §|^±^, sive 

^(UfO) « ji.|ög|^X^j, ideoque 

P(«,«) = -«.^(«)+^l-log|ii±H|, 

at formnlae hae ob formam loiagiiiariam calculom numerioum nuUo modo 
juvant; destniota vero hao forma relabimur in formulam 

Theoremata de additione argumenti amplitudinis et argnmenti parametri 
forraulis exprimuntur bis 

— flf /• ^ A* *°^ cDadng sDiisnt;8n(i#"|"v)\ 

° \dna*+** sno* cniicovcn(ai4-t;)/ 

8i?e 

6. 9l(tf,«) + 9l(a,t/) — 9l(ff,» + v) 
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Si in formula 5. ponimus ui loco u et vi Ioqo v^ iucidimuB io formatam 

7. N{u, a) + N{Vy a) — N{u + v, 0) 

uro tiinir Y ^' »d a cd d da g sn (u, fc^) tu (v, Ä/) an (11 + 1;, kf)\ 

— «Tu ittug y^^ ^^ ^, ^ j^ ^3 ^^ ^^^ ^^ ^^ ^^^ ^,^ ^^ ^^ ^^^ ^^j , 

et ponendo a / looo o in formula 6« , obtinemus 

8. A(flf, u) + -?V(a, v) _ ^(a, 1/ + 1;) 

fnnfr ^ *^* *° ^^^ ^^ ^" ^^*^^ *" '^ ^" ^^ '" ^'^ "^ ^^ \ 

— a™«ng^j^j^^^,^,_^,^^^^^,^, cnttcnt;cn(ii+v)/' 

21. 

Si io fuDCtionibus ^ (e/, ä) et P^i/^ o) ponimus simul u i loco u et 
o I looo a^ functio 9> (£/ /| a f) non solum reaUs^ sed itenim hyperbolicae est 

naturae^ quam per 0(<^>o) dedfgnenus^ et pariter P(ii i^ a 1) est üiactip jia- 

turae ojroltcaey quae per P{u^a) designetur. Faoillime verificantur relationes 

1. S)('^^Äi) = |)(«/,c) et vice vwsa ^{uh^^^^^iu^a)^ 

2. P (u /, af)zsz P{u^ ä) et vice versa P {u i, ai)ssz P (u, ä). 

E relatiouibus bis dedudmus alias. Ex ae^atione ^{ui\ai) =ij){ii^ii) 
sequitur primo i.^(^ui,ai)^si.^(u,a)y sive 

3. P(«^,ö/)«i.9)(£^,c) et ^(a,af):^i.P(^u,a\ 

4. f)(£/,ö/) 5= I. P(f/,ö) et P(Ufßi) SÄ i.?>C^,ö)^ 

5. iP{ui,a)zsz^{u^a) et yice yersa / ^P (" ^» '") = ^(^» ")• 
Adjumento harum formvlArum inTenions foi^idas differentiale« 

6. P(a,«) -y^ ci.(«.)fc')».[l4.'*«th(o,ik')».iD«"^ ®* 

7. 9>(w,ß; — # — -jr7-pri — -r» 

J, c.(a.fc',».(l-_|^,';.n(u,*')^) 

Loco illl'^l etiam ^p/j^/— ^ j^m poni potesti quare deioomioator ia for- 
mula 6. =0 est, si est K'^^azsu^ sive o + ^ = ^^ Idem dMomfiaator 
est positivus, si est Ä^ — '0>^$ sive c + i/^ÄTO si denique a-^-u^K^ est, 
ille denomiaator negativus est« 

22. 
Cum functione P(UfCi) connexa est fbnctlo P/^ü^a)^ quae oritur e 
functione 9l(i/|,a), si ai loco a ponitur, et ipsiiis factojr / d^icitur^ quare est 
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1. 9l(tf,öi) = i.IV{ii,a) et 

Adjumento hujus relationis iUioo ioveniuntur series 

4 t Nr X _ ^^ ® ' " V^ ' ^'° <?M— 2/t^ C{n2iya . sin 2iyM+2A» gtn3iya > »in 3yy« — etc, 
ang (w, a; ^_^^^ ^^ ^ ^^ ^ ^^ ^^^ ^^^ 606 2i!?a . co»2^tt— 2ä' 60« 3i?« . cosS^ii + alc. * 

5. Jr(«. a) s arc ta.g ^__j_-j-__ j 4. .„ tang ^^-j^-^^-^^-^--— J 

, / @mi7Q,aipiyu \ , / @tniya.siniyii \ 

Series ultima duabus prioribiis iterum, si calculum numerioum spactat, 
praeferenda esf^ quia semper rapidttnnie oonTergit, si est 9 hoq >»45^« 

E formuli« hin, compugtiB mim foriÄulfe 3.^ 4.^ 5. articuli 18.^ 
perspioitur^ esse 

6. ßr(^tt, a) 5= A (a, i/) et 7V(«, u=:JV{u, a). 
Si etiam to formula P(</|a) = u.M(fi) — ffi{Ufa) ponitur ai loco a et 
factor formulae iode orttis / dejicitur^ pervenimus ad formulam (uoda* 
mentalem 

P(ß^a) = u.M(ä)^2^(u^ä), seu 

quia Tero est P(a,ü)ss — 6 .iKf (11) -f* 2Nr(a, ii)y adidendo oritur formula 

quae formula exprimit theorema de permutatione argumentorum amplitu- 
dinis et paranietri in inlegralib'us eUiptiG» tertiae speciei iis^ quae cjrolicae 

sunt naturae« Etiam theorema boc magnopere discrepat a theoremate^ 

1 

quod formula 9. articuli 0« exprimitur. Quia est N(u,K^ ^=s IV{K\ü), est 

9. yv(i/,ÄO = |:(i-f), 

et quia est iV(K, a) = TV^C«, K), est 

10, iV(Ä,o) a=0. 
Si in formuTa 7. ponitur ussK, invenimus 

11. P(K,c) = K.M{ay, 

l 1 

qina Tero est M(Ji^=ii^ inTenitur etiam P{u^K^)^sz^. 
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23. 

Si in formula genwali artionli 15. ponttnr «i loco a et fiictor / de- 
jicitur, perveoimuB ad fonnulam 

Si paritMr in fonnute generali articuK 18* pooitnr ai looo a et siinul bi 
looo bf dejecto factore / prodit formula 

2. P((^,o) + /»(«,6) — P(w,c4.A) s ^**tn(a,*0*n(*»*Otn(a+i,tO.« 

T woiang y^^^, cii(a,tOcn (&,*') cn(a+6,ifc')+**«ii«»' * 

Si in formula 1« ponitur vssK — u^ foinuula abit in specialem hane 

3. F(«,.)+P(r-«..) = jr.ir(.)+«.<..g(i;^.2^. 

In formula 2« non pari modo bs^K^ — :a ponere pofsmnasi qoia P{u^K^) 
^=^i est; 81 vero in formula 

ponimus ai loco o et factorem i dejioiQiuBi est primo 

^ ' ^ ^v y / ao(a,*') 2f ^dD(M-l-ai) 

Terminum i.^(ßyK ^ai) hujua formulae primo oogamus in formam rea- 
lem« Est 

^ ' do(oi) Qn{Q^V) k ^ 

quare est 

et l—k^fm{K — c/y.snii' = l— dn(Z' — a^ky.%ni^^ quibus valoribus in 
foribula pro ^ (^^ K— a i) aubstitutis^ emergit formula realis 

-,fp^U,K-ai) =/^ i-du(fL^^a^,kT.snu^ 

sive simplicior haec 

1. t^adilZ^ = P(«, K'- a, n 
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qnare prior foramb abit in haue 
•ire 

Fonmilaiii artiouU praeoedentb fransfonneiiMii. Est «b(ai'<-«)ss 

qoare 68C 
Est rero 

2i ^^dft(a + i«<) ^ 2i ^^dn«do(iii)--l^anasaifieBacft(ii<) 

Est insvper 

1 , cn(a«-tt<»l:0 i ,._ /i4-<toita5wtn(a«»/)dB(a.*0\ 

57*®*co(a+ii<,*') 2i"^"Vl— ilii»daHto(a,Jfc')ds(«,ie)/ 

SB •rotMig[Ui(a,itOdii(a,iOtotf dntt], 
quare fonnuh etiun rfo OKlubeii potest 

•^ aro tang [tn (ar, ^)dii (o, i^ to II . dn 1^] } 
quia vero seoundum artfcoliini 20« Mt 

sttbtrabendo et reduoendo iBTenmuis Ibnniihm 

i t 

qua fuocrio P^u^fi) rediidtiir ad P(iipa,k^^ niwe P(u,ä) ad P(Ufa,t)^ si 

Crdle'« iMTsd d. M. Bd. XIV. HA. 9. 27 



iuM moduloft k ^t V pdrmutamus^ quo formuUi abtt fo 

E formula modo erata aUam deduoimut, quae funotionem N(jhn) apaetaL 

Sttbathuaimis pfoi^(Vy^^^O valorem u^M^a^tTi^^iit^^^k^ et proP(tf.a) 
valorem — u.M(ä)+ßr(u,a)^ tiino est 

s iV'(tf,c,itO + iV'(cfia) + (tna doo)ii~an tang{tea doa te 
qoia Tero Mcundum artioaluin 5« est 

subatituando oritur formula graviuimi momenti 

^(¥9^) + J^^(^>^#*0 = arotang [tnö dna tn(u,t)dn(u,i^]^^^^,f aive 

qua functiones If(jUfO)jiet N(a^ii,k^f ad se iDvioem radttcantitr. Serian^ 

c[uibu8 functiones baa exprimuntur^ adoalculum numericum apäaumaefunt: 

^y ^ ^ / •iaya>Cmytf \ , ^ / ri nyg^giaiyii \ 

^t"'«) «> aN:t«ag t g,^^y_^^ ^^^J + ^''"^^ (üf^i^K^^conva ^0» W 

et 

utnque aariet oonyargit pro qidbuwunqiia valoribaa argomentonim a et iii 
at prima aeries rapidittime aonlrergit^ si eat 6^45^ aive Os3 45^ (poaito 
AasainI)! altera Tero aeriea pro N(a^u^k^ nipMÜssime eonvergit^ ri eat 

(0s45S rf^^) d>45^> timaem'mert K!^<JK^ ideoqne ifK sive «.£>«' 



aire !>3, qoapropter functiones <£söi)^Jr, SofSif^Ä*, (l^SifK^ eto. citissime 
grandescunt» Seriem igitur semper eligere possomus talem, quae rapidissime 
convergat) quo caiculus in numeris finitis non parum sublevatur; functio« 
nero igitur N(a^Ufk') reduoirous ad N(u,a)^ si est 0^45^, et vfoe versa 
hano ad illam» si est d>45^ 



FunotkMie 0(4r) etiam Dunc nonhbi m efilculo analftioo utf pos« 
somii». Est 

PC".«) - «-«w-sK^Sg^. 

caloidas vero in numeriB fioitia aequationibus his ob formam imaginariain 
non promovetut; dMtRata vero bao forma relabfmur \n formulam 

25. 

Solutio problomatia dynamioi pertraetatf So dfasertotlone inaugunli 
reoentlsaima: ^jDe motu gyratorio corporU rigidi efc.^ {quBm aiiprt ktth» 

davimua) pendet ab integrali P(u^a)i in dBaqafaitionIbiia an» dyminiiofa 
spectaiiaaimm auetor In peculiarem looidlt quaestiooetn de Inretiieiido va* 

lore ai^ment{ u tali, ut functio ea^ quae in signia noatria eat 2V(Ufa) aivo 
Tf(a,u), maxiroi minimiye proprietate gaudeat; aatiafadendum igitur eat 
aequationi differentiali 

du "=* "• 
E aerie 3« arrioidi 22. dtfiferentiando flUeo dedaofmua aeqiiatiorK'm 

qua argmDentum u datia e et 1^ determfnattir. Eadem aaquatio» ai a afg* 
norani diveraifiate äbaCrahfa^ alle oiodo inventa eat in dissertatione inaugu- 
reit Cpag» 39.)} qooroodo vero ex bao aeqoatiooe valor ipsiua b erat poa* 
aity Ikm> aeae neaoire proAtetur modeatisaimua auotor, qui fn eadem pagina 
vertia profertt ^»quod argiffnentmny quemvb infitttai doctioribua relinquere 
Qoaotu'a aam/' Rem (acillimam abaohrendi partea nunc suaoipio. Aequatio 
(1.) etiam hoo modo exbiberi potest 

quod et ipae invenft doottasimoa Rui^^ qiii vice veraa ex bae aequatione 
priiia Inveuta derfvavit aequationem (!•)» 

Aequatio Vero 2. faotllime fta transformari pöteat» ut ipaiua u valor 
incognitua oommode crui queat; irwenonus enitn in artioulo 5« formulam 

27^ 
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mm, X Jlf(«4*ii)4-Jf(a«r>ir) i^nammiumwmu* 
Jf(ar) ^T^^ ^ i^k-u^^Unu^ > 

quM ponendo ai loeo ä et per i dMdeDdo ebit b heiio 

jf(a) ^ Jr^ ^ ■ <i4yMa,>0' "io«n^ 

ideo^pie cfp(6 aequationb 2# rednflitar edi itinpUoQni beno: 

oo|ii8 ope Talor argomenti a e detis qoaDtitatniiii o et A Mtib eommode 
oompiitetnr. Iimumen hinc ioTeniimtiir ergumente u, pro quibus funotio 
IV(Ufä) eut nuxima aat miiiiiiMi erit« Sed mUMmM haM quaastionem a 
propoiito nostro aHenaou 

20. 
Com fonetioDe qoarfa ^(u,ä)p qoae Uerum hyperbolioae est nate« 
rae^ oonoaxaest fuoolio 3i(Up9)p qoae oritur e fiioetkme, If(uya\ ti ai 
loco a pooimus, et faetorem iade ortom i deficiiiiai« PoBamoa %ttor 

I. If («$»*) as i.m(tt,a% tmo yiee vena est 

FuooHonn 9f}(ii,a} eroltttioiief in «eries • formiiUt ar^ 18. dedudmm 
in forma reali: 

3. 91(11,«) - ^. ^,g r-+ ^t.fehiJtiyÄ* + ^.^ai?y +«^' 

3^«A W^M «"^ — 2*Cfa?«.fetwi?w—tt*Cin2<yo.€Mn2^>ii4*2>»Cfa3^y»gfat8iyii— «tr. 

Fermulae 3» et 4* leote eonTergon^ at aeries 5» oito eoDTer|^| dttmaiodo 
posito itesftinO, est 0<45^ 

Si etiam in formola P(iI|0)sb— 0.ilf(a)4*-^(tf»^) ponimus ai 
locon, et aequationem diridimos per /, jam oritur formola fuodamentalis 

0. j>(ir,o) BS -.0«ir(a)-f A(iy,o)» 



4. 
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FuMiCio StiUfO) itemm m g»iidet proprieteto^ ot lit 

in quo fanoHo vtiUfO) oonveiilt «um funotione 9t(tf»«)9 at mm ooovwiik 
«OB fandioDibiM IV(a,a) e( JV(u,a), 

^(«,0) » — ».ir(«) + iV(«,a) flt 

•abtrabendo oritar formuUi 

8. ^(if,a)-~^(a,«) SS o,it(u)'-'U.Ä{o) 
Theorema de pemmtationo trgmneiiCoruin a et « in m fonuey fai qua 
Q"~ JaeoH igaum prmiuaciaTit| valet igitar de integraübns elliptkis ter- 
tiae tpeoiei noaiiin Ss, quae byperbolioae sunt natnrae; igwm Mmim eap^ 
li iotegralia cgrolieae sunt natnraa, jam aupra monstniTimus, nam iunotio 
iV(tf»a) in idiam abit N(a,tf), si argumenta a et » permutantnr, et i^(«ya) 
in N(afU), 

27. 
Si in formula generali 1. axtionli 20. ponim» ai looo i, ipaamqoe 
per / difidimusy est 

1. ^(tf,a)+^(ff,«) 

et 81 in formula generali 2. artionli 20. poaitinr ai looo i et simul bi looo 
&, dBiwone per i oritur formula altera 

2. $(«,o) + ^(ir,Ä) 8= $(«,a+*)+*»tn(tfiÄOto(*»*Ot«>(« + *»*0« 

«»»«nA / ^»■i(«.tOa«(ft.y)a«(a+6,y)tD(u,ifcOJ»(«.tO \ 
wu «ang V— ft*sD(u,ft')'+dD(i(,ifc')eo(a.ik')co(fr,ir)cii(a+fr,f)/ » 

quaenormula etiam e formula I. deduoi potest adjumento tbeorematiBy 
quod formula 8. artiouU praeoedentis exprimitnr. 

Terminua n^ seriei 5. in artioulo praeoedenti est 

•cimidi yeroy esM Vfc2:aild(l)sss§, quare terminus ille n^ est =»1» si est 
CM[(2/i — l)i|ür^ — (<Eetfi)a(Soli)ii+6mi)a6tni)cf)aBO^ haeo Tero aequa- 
tio iMiHime redoisitiir ad iiiDplioeiD haoo 
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Jam termlnus serfe! modo dietae primqs » J est, si Mt 4»-f irsts JTO etiam 
in fine artiouli 21. vidirnua, denominatorem formulae diflferentialii pro 

4^(«^i^) ®8M ^Of *> ^* a^utsiÄ^ quara ponamua in funetiona i>(Vf^) 
aumroani a + u sempw <ir^ aase. 8i Toro c + u<^K^^ aariaa 5« artiouli 
20. jam inde a termino primo rapido oonvergif, ^mniiiodo simul 6<4y ent. 

In formulis modo fnventis nao u -f* ^ » ^\ nee a + 6 s /T' ponera 
po88uma6t ne anmma doorum argumentorum in fuhotfonibus 9(u + v,a) 
et ^(»»o + A) fiat >£^ 

SE rero in formula 4, artiouU 20« poniraua ai looo « et per / divi- 
dimusi obtinemua primo 

qnia vero aeoundum artlaalum 23« est 

formula haao ponendo ui loeo u abit in 

quo Talore substitutOi prior aequatio abit in realem hane 

Ponamus bravftatis causa paullisper 



z « *'•. 



Ill€«tflll 



dna.dnn' 

^ 1+t dn«dnii4*'*tn«.tna^^cn(a— a).dn(«+ii) ., •• ^ 

tune est J3:; « a,ad,»»iIy^laa.tDu "=* cn(a+i»).ii»(a-ii) > "^^"^ «tC$ttB8(») 

= i»og}±i«ilog(^lg^Ji^ si in formula hau ponimus A' looo 
k, et falorem inde ortum in ac^iatione S» sobstituimus^ ipta abit in 

sire permutatis duobus modalis A et A^ in hane 

Invents est in artfculo 16. formuls 

6t o IpMin snbtrabimm a formnla 4., reductione faoilliira perremroi» ad 



1. 
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SB bi aequalione 1. articaU 24. ponimus 24. « i looo a et per i ähnätmu», 
oritur formula 

»P(if,a) BS ^(0,a,ftO+<nedne.ii— 9K£atl0(fnadafftnii<lnu), shre 

6. ^Ufttfk'ysa *P(u,a) — tDedne.tt*f-9ftctaii0(teadneta»dn«), 
quM eum aeqiMtiooe 5» est eedein» 

28. 
Qutti est 

«p(tf,«) es: uMia)-^ SRC»,«) et 4>(»»«»*0 ■» — «.Ä(«,*0+ jft(»»«»*0 
vdnribus bis in aeqnatioiie 0. praeoedenth substitutis prodit primo 

SS i([ilf(a)-{-i^(tf»ifcO]'~-*"'^n'>« + VrcSM0(tnednatiii»dn<f); 
n vero aequattionem 1. ertiouli 5. multiplicemm faotore u, oritur 

ii[Ä(e)+ir(«,*OJ— t»«dn«.« « — 5xJ, 
qnare eit 

jl(if,^l')4-9l(v»a} SB $(rcS:an0[tn«dnatnttdii»]— ^^jp, sive 

qaa fortmila fonotione« 9) (i'f tf ) et 9t(tf,a,^0i quarum modali sunt k tit kf 
diTerti, ad se invioem redocantun Si ?ero senes 

4*alfe 

qtHie pro qaovis modulo A sive A' convergunt, diligentius perlustramMi 
Don fugit seriem 2« rapidissitne oonvergere^ si est 9<[45% ipsamque ad* 
huo rapide oonvergere^ si angufus 6 angulum 45® diiFerentia superat non 
nimis magna, at eandem seriem lente ooiiTergere, si difTerentia 90^—9 
es 0^ est exigua; tuno igitur funotio Sl^UfO) ad futiotlonmn Sl(Upa^i^ ope 
formnlae L reduoenda est; series Tero 3*5 qua funotio 3t(u,afl^) exprimitiir, 
rapidissime convergit, si est 6^ angulus exiguus# 



3. 
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Seriem igHur pi'o oomputo oninerlco IntegraliaiD eUipttoomm ter- 
tiae spedeif qtiae hyperbolicae sunt aaterae, Mmper eligere possumus tt« 
lent, quae rapidimme oonvergif, dummodo summa argumentonim a et n 
iD frviotione ^(u$(i) est <iKf pro augulo ^'ssSO^— 4 exiguo, et eadem 
summa In funotione ^{u^a) est ^it'» pro angulo 6?s90^ — ^ ejKiguo« 

Ponamus i^(ul)ss, 0{u\ tuno e formula 4« artiouli 10« 31ioo obtinenuis 

in formula P(«fö)«» — «•i»(ö) + ^Iog§^-^ articuB 20^ poni« 
mus ff I loeo a^ et ipsam per i divi&nus^ ilBoo oritur 

^iu,a) « «ii.Ä(a)-|log|^-^ 
ttve 

Quwe functio ^{u^d) simili modo, ^(u,0\ ad tabulas cum duobus a. 
gumentU revoeari polest; functiones P(u,ä), et P(ji^a), fuae cycUcaü 
sunt naturae, nonnisi analythe et (jfuidem in Jormu imafinaria ad func^ 
tiones duorum argumentorum revoeari possuntp non vero ad tabulas, 
guae duo habeant argumenta, seu duplicem progressum. Tanta est Ta« 
rietas inter naturam e^dicam et naturam hyperbolioam integralinm ell^ 

tieorum tertiae speoieil 

29. 

Praeter quatuor (ntegralium elliptioorum tertiae qpedei formas ^{u,ü\ 
^{Uyä), P{u,a) et i^{u,a), inter quas P(u,a) et i^(u,a) sunt gravissmii 
momentiy quin bis functionibus saepiasime utimur in Geometrie et Bfeoba- 
nioa^ aliae sunt qiuituor formae^ quas eodem fere jure eonsideramus ot 
primitivas« Ponamus brevitatis oausa 

tunc fadHime invenies formulas ex 



;.! I il :.j I 



tn(ii + «;)=li£it, 
dtt(ii + <^) = ii^tnu. 



H ÜMmdii Üb cosipomiiiis pnmo 

pORO «st 

qoiM snlwtitutii Ids Tdorfbai fs iormiiki pro 9^(0 4'i(%'+uO «iMrgft 

PoaaiiMi MM inl^gnJe 

tuBO entm «it — 9>(ir 4» 11^04-10) + «ontsp ü («,«), qwre ponoido 

qoM formaki ut defioMo infafnlii ao^ ^(»»«) onaenda «at* 

Integral« ü(»> ff) iDtapaU £(tt)aay "dnii'.dit quodunmodo iiaii. 
lis est. Eelatio bfer integraUa ^(UfO) «t ü(«,a) etiam 10 forma raati 
«icprimi poftest. Tidbnn jam in artkailo 0., «taa 

i^k*$ma<tmu^ »"i-ft»«;««»* " to«.d»ff, 

^ aeqoationem Imom midtip&aamm fMloro Bu, Inlegraado jam provoait 

3. jCX(ar,a)+ 9 («»«)«» tof.du«.« 

rebtio intar iiitegralia A(»»a) et 9(«»«) iu forma reaU, et <|aidem rela- 
tio reeiproea, qnara iba«6o ti(u,m) aodam gandat ^iva, 910 fimolio dra 
integrale 9(»>a). 

Siformnlam ^(u,tt)ssstß,M((ai)'^fft(u,o) w i btr ali i m u s a fotmiJa 3, , 

oritiir aecpiaüo 

Ci(u,tt) tat [tnaduff— AT («)]»+ 9t(tf»a), mw 

!ü (»,a) ^ « . A(9) + 9t(«, «) , aeo 
ü(ir,a) = ».Ä(a)+||pg§g±g, 

poaendo , 

5. Ä(«)«t«odna-Jf(a)e.Jir(«,*0+^, 

Fimetb £(«) td integrale £ (a) a^ptfoom aecoDdae «pceiai reducilur Cormnla 

6. M(a) tm tnadna+a.^-^ .&(«). 

B formula 3. et formula 6. artiouiH 27. addendo inven&Dus 

7. ü(u*»)'¥9(»$tt,t) SB «r(Sii|(tuff dno tov dn«). 

OfalltftJMuad<l.M.Bd.XIT. Bits. 28 
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E forma pnmißn CL(UfU) pwi modo ac e forma prinutiva 9(^9 a) 
alias tr^s deduchniui forma« Q(«»«)i \f(UfQ) et CLCu^a). 

Ponamus bunc in fiiiem 
L CL(ui,a) taS i^QiUfü) et ¥ioe ?arm Q(ui.ä) ss i.(i(u^a)i 

2« £l(tffai) =: i^l){u^ü) et Yioe versa (^{u^ai) zsz i.jOi(ii,a){ 

3t Q(u,ai) s i.i(u,a) et Tioe Tersa iiiu^ai) » i. Q(»9'a)] 
qmbos e formuKs dedueimus adhuo aaqpmitea 

4« ü(tf Aai) es — &(tff e) et vioe versa ^(iiiyai) ss -*ü(tffa}; 

5. QduipOi) CS — Q(ii^o) et vioe versa OC^^f^O ^=» ~Q(<^»^}s 

fl. OL(uhä) s=5 i.Q(Uf4i) et vfoe versa Qi^ho) ss i.hiu^a). 
Adjumeuto hanmi formularum iDveDimitttr formdlae diffiMrentiales seqnentes 

In fonniila ultima «tiam („/y#^ yv ) looo '^'^yL - pom potart» Si in» 
super ponimiiB /{(ai)s<.Ä(a), «st 

Ä(a) a to(«,*0*i(«,*0-Är(a) » Jf («,*0 + «ra 
10. / ^^^ 

Ha ut Sit 

11. Ä(«)+Ä(«,A0 = tn«dna4- "" 



31. 
Adfumento fonnularam 1, 2, 3, .... 6 articuli praeoedentn e for- 
mula 3. artiouli 29. iliioo deduoimos fonmiias 

1. Q(Uf o) — P{Uf «) SS fa « Ana . u, 

2. ; i(u,a)^^(it,a) sa ta(a,t),dn(a,k^,tt. 
Pari modo deduoiniM e fornMla 



it» ^mdurmomm, UHgroBa dbpif Inf» *pte» ttduMHÜ m«tk»i4 timpL 2It 



5. <;)(v^#)^ P{Uf9,V) SS ac<Btaiig[tna dn a tn(iiyftO ^{u,i% 

0« ^(«>«)rf ''(«»MO « ar^laDg[tD(«,A') Ai(a»AO tnv.do»], 

7, J&(c^ir)^9(ii,«»A0 « l(fctaiia[tn(a,&OAi(a,AOta(»,A)dD(MO]* 

il(«^«/AO — 9 («» •) a« Vw $0118 [to a dn tii » da «]• 
B tormttln fondamenteli pro ftnMdooe &(»,«) 

d. iQl(«»a) ea ir.li(a)4'SR(tffa) dadadmui 
«. 0(«i^) « «.ll(«)+iV(ir,«X 

II. &(«^a) » o.A(a)+ Jl(«,o)» 
E fcnnulb 5. H 6. («npldliir, Itm^tionM Q(«>a} tt 9(»,«) €ne «jtoSbm 

mti i r M, «t « formaito 4^ 7. paf«!, fnnetionM €!(»(«) «t A(tft*) om l^r. 
ptriioUM» ntanM» 

92. 

&(«,«) es «.A(«)-^9^(tt>«) ptritar Mt 
ä(tv«) s ti.iR(«)4-9)(»»a) tu 
ÖCir+fV«) CS (»4.«»).Ä(a)-|-ail(i. + w,«), 
^QQTO, hidbeioiis 

«( panier 

Est Ä(«)«J&(c,*0-5i5pt Ä(«)«ir(M0-5|i7 •» «(«+*)«= 

Ä(«)+Ä(4)^Ä(«+*) a» if(«,AO + Ä(A,*0— ^(«+*»*0. 

Qate i«ro «st il^(a,^)+idf(»,tO'-ir(a+6,itO»— 'Htooto^ tD(«+^), 
prior fofmuli rediadtiir «d haue 

Wide, si a/ kwo o et (i looo i pooimus, dhridendo per i adtme ac^ultar 

28« 
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8i in fonmila 10. «rtioiiB 30, poniiBM as J?y c«t ACiTOss j^, et «i ^ 
riter io formiria 0. poBimut a-f*^-^^^» ^ 

3a, 

lategnlia elKptfoa tertiae q^edei haomNiae colNideratt «mit tut fonnte 

foniiie kM dbMBt In flhrij, «i dipo moduB k et ÜK permutantiif ^ qMrä 
mmoiai de fornus 1. leqniinar« brti^gralie foMiae 1/ pro Taria mHiiwi n 
«egnitadbie ^iridinitiir ni fuiOMr €Umms ^ ^nim numerus n lenäbdi 



ou nt potItiTWi inter fiinlfes % et 0^ 

ß. tut BegatirM iotar UmUei et — i^^ 

y. eut BegetiTue.lBter Umitei — i* et — 19 

i. wü aegethrm inter llmitee -r^l et — §« 

Ad cl0U€m piimtm tu fr9 mpduh h tefinrenda sunt intagralia 
i^(ii^e)et i^iu^Q) (^piifcnteiftnatorn^fete 

Ad ciatstm 4eantd»m ß. pr» moiuh A ref«r«Bdft funt integralMi 
9(ii,c) et Sl{u,u) (^ptomm nttani est bjpcriböVot), quie m fis est 

Ad eläuem Urtiam 7. /»rtf modttlo k nhriam iotegnlia P(ttya,A'') 
«t <?(»,«, AO (qiMW nmt ojvlioM nlnfM), qok hi. %ets est ab— dD(a,AQ'. 

Ad clatitm dmifut fvtaiam ^. ^r» moiuh k relertaK» iotegrelia 
^(ttfüfk') et il(a»a»AO (qiÄ»M eit oetara IqrpeiMioe), qob in ipns «et 

Fomnikil* attieuli 24^ rebHovem titCit inter mtegraüa J^(v»c) ei 
P(utMfh')f qoare foraniie hae inlegnUe prime» et tertiae cImmI «d invieem 
redueontur, et- peiiter formiiUi (S. artiouK 27., qoee. rdationem aistit inter 
9(tf,«) et 4>(«i<sA') integraiin seeundae et qoactae clanis ad invioem 
reduoontdr» 



Quara fonnidM modo dioteo od roduoendmii wpidmimm soot« B 
loraiidii yero hfe fiMÜlimo derinmtur rdotionoo duoo^ «Iteini bter (^{tfyo) 
et ()(iiry0^A)^ oltoro toto intar inf^gpülio CLiu,a) ot Ä(ii|O|%0« 

Ü ndootiooes hoo mperiüoo mattf et profiferoiido ob! rodnetia finio* 
tiomim I9(u,oy ot ifCdr^o^O M fiivioQii^ ot (oriter loMlioiiiim StC^yO) et 
!K(tf,o)^ qooo ioiätdtiir poir formolot liio Mpitttat 

Mu,^^J9(a,u,k') » orotnig[tDadiiotn(MO^(c^A^-* *" 



9f 



E fionmib S. tliim «Maatenii poottuni £<— « Iom « «C X«^» looo », 
tnae eniiB «it 

et irf •ddimm MqmtioMiii 

iV(«,a,AO+-^(«,«) « ir0«ttig[to(a,AOdB(«,*Oto«4i»]-^, 
obtineBM» radnoendo formulam 

E formolis artiouU 20. «dlmo ertiiiiuii sequentes ipeflialcf. 
fbnmri« 6. etMun sb esUbflri potait 
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Fonnuit 
gonjmigil hitogralia PiVfO) 6t PCu^K^^. Brt Feto 

miamui miiio etfam dcffisretitiale ftmetionis P(a|£-^«) Ha^ ut fiioctioai» 
bus argumeDti a iptim csprimalur» Eit 

*»Bi(jr-«).«i(£-.«).dn(J--.#) ea ^.~--.,2--..j~ » 5— , 

ideoqne 



91MM bt^mlit P(ti^a,h*) «t P(mfX'*-^o,k) fcibent fonm» similes 

m.raai'.dii 



VidaamiMi nniiOi qqaeiiaui afat rektioiiee iotar mtmeroa m» i 
ait rero 

, ft*k«»ii(a,lc')ai(«,ft^ . H 

Uoc dednoiim» primo^ mm 

1. ff.«« s j^, live A' ~ 7. 

Porro ert ^^^' j, jj, ideoqi 

2. m' s ^m, imde «dbae M^lur ~as:^, 

Quar« e datb noiDeris 1^, m et a fllioo eonpiifari ponmot m' et a'. Re» 
latio mter fnt^raUa ipw est 

3. p(i.,.,v)+j>(i,,r-«,*o B — v»+»>»«««g(^.j29. 

Haee inter integralia J^ i^ntau* *' /, i-V»»« '*'»**^ per.iiupl«t 
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«tittn meChodo «lementaii «nii potoit, poalCM ooaditionilNN ~8sü^«t 

35. 



Q^^tPM^y^^^ 



^<«'«) «/"T^n^"» ••«- «^ 




pooamin 






s 

ptriter ponimat P(«»i 



-» «. *' tu (Ä>~ g. y) d >(IP~tt.tO 

nürns —»^ «I nnfssl» seqoitar, «ne 

1. ^(ir,«)+JP(ii,r-«) » +Ä«-.«ctang(i.^, 

ffi in fbnnnia genonB artiauH 23. ponünr Aas JT— •«, formula «bk ia 

p(it,a)'{'P(u,JP'^a) SS J^(a,irO— *»tn(«,irOto(Ä,*Otn(« + *,*0.» 

+trotMg(«i(«,*')M(A,*0.~), 
flire. 

qoae aequatio eonfarata cum priori edooet, esse poalto o-^-bssM*, 
quamris tum PCtf^XO, tum ta(ff+6,i^ sÜ » §. 



SO. 

Bfomuilb ixabm 
•djamento fongHilttnim 1. et 2* artkwii 31. deduoinnM «dhuo Aiai 

ffiae eodem gmdeot ainylioitath gndii« Foitnulae ^quatoM-inado cnifie 
grayissimi sunt momentii dl ipsanim »um Irie^peDtiaikiiuiii ia GeoineCria 
et Pjmanuoa retpicisi de qpie irdhi elie agendum eat oeoasione. Relatip* 
nes analogae inter integralia ea, quae bjrporbofica gaadent natura , sunt 

i^ei ti maTlii 
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De sectionum conica-sphaericamm quadratura 

et rectüicatioue. 

37. 
tieokiones oooioo-Bpbaerfeae^ quam simt Boeaa algebraicae seoundl 
gndM «pliaeriMe» ieoundum metbodum in libro meo: ^^ Grundriß der 
analytUcAen Sphärii/' qnenfi liio noo raro wijpmt 6. iu SL §••• ailega» 
bfaau»*)^ lutins expoflitam traotaoAie sonn Solutio proUematis de ipsa-» 
nun reetificationa et ^|uadratura ad simplioem integralnmi elliptioorum ter* 
tiM ^epiei interpretaHoneoi geometrieam pwdudt. Sit jiDBE io Figura 
addita 1* Tab. Ul. allipm q^baerioa, ^B et DE tiot duae axes ioteroae^ C 
ipiiaa aentrum^ e quo deeoribatur aapra ^metrum ^JB^ qui est axis major, 
aircaluB minor JKBL, qiii axe miaorä DE utrobique proloogata seoetur 
in piuMtis X et L. Sit M punctum qaoddam ourvae JMD^ a quo demit- 
tantur perpen^oulariter in axes applioatae MQ et MPs prolongetur PM 
qsqna ad interaeotionem Ti in peripheria airouli« Angulum JCN diotinus 
anümaliam exeentncam sive ampJitudinem areus AM dIiptioi| et pariter 
ang^lnm KCN dicimus amplitudinem arous elliptioi DM. 

Sit semiaxis major CJ^^CB^k a^ semiaxis minor CD ^siCM^b 
et exeentricitas CF^^ CF' ts^e; sit insuper brevitatis oausa 

tangassa, tang^ssß^ tangassc, 
tangCPcB4r et tangOQss><; 
puaeli M «tum qoantitatibiis x ei y determinatnm esse ita fadioamus : 
M^sQf^y). Currae aequatio est 



A ofS 



1. ^+|r = 1. (6- A. S. ♦• 70.) 

Si amplitudine uf imur AN ss (p^ aequatio baeo decomponitur in duas 

2« X &ES a.cos(p et jr BS ß.sin^« 
Sit li' interseatio lioeamm CN et MQ, quia triangulum CQlf est in Q' 
reotangukim 9 Talet formula tang CQ ss tang CN' . eosW CQ p sira j ss 
tangC/V^8in^^ quare est 

3. ClV'xszbvstCDp quemadmodum est CNisza^CAs 
drculus fgitnr radio 017 sai A, e oeatroC desqriptuH per punctum iV traosit. 



m - ■»' 



*) Idem über miiltis a ms txorastus adtttsoisfttlt , trsMlaias is lia|uaui Piaoco« 
GttOicaai mox, ol spsrot io fncetn proTSoial opors HalbeiMtici •psctatitttmi mihi amicL 

CnlUt lonrotl 4. M. Bd. XI?. fift. 3. 20 
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QoaiititatM tres eonatanteii a, 6, e oonjiinotae sunt relatiooe coaa 
ssoMe.eoaAi <)uare est 

Id a^e m'Dori £i7 noa swit foci; at exoentrioitatein adassc ssJS 
aupponanius^ permufatia igitnr a et h^ aire a et 0^ oblioemus pariter 

tang£» » -Y+;^^ , smA — ,^^- « cosA — i::|:^f 
quae ibrmuiae eomparatae ouin priortbus edoeen^ aase 
tangJS^ =i — 8iiic% abJB' » — taoge^ et eoaiS* cb ;, alve 

tangJB SS i.Ane^ AnE ss i taog«; coa£ at ; 

permutüiU igitur duabus axibus AB et DE abit t«iig# in i.mmep mne 

in i\tangr et eose m — — • 

Pertnutatid duabiia axibua AB et DjES amplitudioem (p abire in 
^—<Pf arcom >^i)^ in DM^ aream ^üfP in DUtQ^ anguhim AMP^X 

in DMQssiXiy o^ in y et vice versa, per se darum est# 

38» 
Angulus Kf quem appUcata P^ focit emn cireulo maximo^ qiii 
elHpain tangit in punoto JU^ «leterminatur forrarala generali 

quae, si substitmmus x^a.cos^, jrssß.sin^, -— dx = asio^.d^, d^ 
^=sßcos^.d^, abit in specialem 

i modo obfinemus formubm 



Diflferentiando ernimus formulam 

Formnliia has reducamus introduoendo exoeutricitatem e ; est primo radioale 



co<« 
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valoriba* bis tubcfhutis prodemit fSomralM 
L taagX « |~J,twig^./'(l-ai«*'ain^'), 

2, 00.x s^ .«.V 



S« C^A 



•^** \l-ti»a*iin9*)(l+j5^slny«)>r(t-i 



8i exentrietetem minrae reofprooM (let^amus per e'^ eU tauge' ca^~^ 

<6. A. So §• 84o)9 quam fange' io formiiltB hfa pro ^^ labatitiii potaat 

Qiiia aiigulam per V des^namna, «ftiem applicata MQ hmt aain Baeai 
i|inie curvam taDgJt in M^ teoiinduni praeeepta articiilt pmeoadentiB iUloa 
öbtinemiit formnlaa 

4» tongX, CS j^OOty»/'(l+teitg<*O0t^*), 



5. ootXt 



Looo ^^ etlam ^«^ pooi poCestf fuor^ ptrmuftU duebu» ^maaxitus 
CD e< Ci# abit et fange' m isine^, tihe' Ia itange' et ooae^ la 2;;7» 



39. 
Fonmila pro difiVrentiaK arous generalis est 

a, - n?*'+^^f^,-y-^gr'l (G. A. s. f. 23.x 

a areum ^Jf aes e ponimusi formvla abit iu ipecialem 

qua» odluiDeoto eoceontrioilaH» « 9t t* reduoitur od Mmpliorem haao 

a • ji a^ ^(l+tii«g»".»!iia»*) 

ds « cose.no^.^^. — i ' i^ • .,»~ ^ ' 

29* 
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SU vero areum DMssss et iptkra-aiDl^tiiduiem DCJVtss\f/ pobioiiiSf per« 
mutando diios Tertices^ et D permutaDtiir a et b, %lne et itBnge, tMge^ 

et laine'i cme et ^ qaare formula illioo abit*iii hano 

cot« ^ l-f-tang«*tioV^* 

cujus integrale revooari poteet ad ellipticum tertiae speoiei, et quidem ad 
integrale (f(jifP)$ cui oydica et natura« Ponamus hune in fineni 

1. * « rine' « |2=|i, ergo 

aiaa' 
S. ^ SS aBi(u,i^)^ 

tune enim est d^asdni^.dtfy ^(i-— ^e^sin^ssdaii et iln^sssair^ 

quare 

Sjf *'^* Jaa^.-3a 

Superest, ut argnmentum /r parametri in integi^i 

determinemnai Ponmdum est l^tnO>«^*Btance\ siTe in(p,i^^ 



sive tnOt^tOsstanga, et qda tnO>|iO«taiigamO,AO est, babemus foiw 
mulani simplioem 

cujus ope argmnsntom iMognitum p e datis a et A^ computandum est« 
Qttia est do(/r,AO«/(l— *^Mn«')«/'(l— »m»')i est 

quam habemns tn09,A0.dn(^,A0~tangff*eos6B-~^^ ideoque penreai- 
mus ad formulani simplicem 

S. DM SS s ssx l}(^,p)^ 
duminddo tria deaienta A, p, u ope formularum simpliciuni modo emta* 

mm oomputantur. Integrale Q{u^p) igitur arcum ellipticum sphaerieum 
reprtfeMntttp fuae est ip$iu4 sifnifieatio geometrica. Invenlis formnljs 

•litm «ddiiiiiif pcniinpKeeto. &t «(«'~ft*0««s^^«?^~f ««,••, 
qtiare es 
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Si ia fooo 1^ er^pmm pwpenfimilom FO^ cpio oft-eulim JXB seoatur m G^ 
oritar triuigulimi raoftDguhmi Ci^G« fjunreast tiuigiWaBtaoftCG.oos(?CI'^ 

tini eosGCFa.^, idaoqM 

7. As qotGCJP et A' s «iuGCJr. 

40. 
Jam exemplum in munerii finitb proferimas. Sit angulut 6CF 
«70"^ semiaxifl najor CJ^a^Mf el ampUtudo KCNs9LKNisA(f, 

oomputandua ait aveoi ^iX^ftkmB DMs9 4wmQ{u,p). e datia qnstilatibaa 
tribus 

i tm daüff, mCftAO « 30^ aiii(if,A) >« 40P« 

Utimar Ibnmda iiUpp) sa ••A</r}+^(<f>«)» «Hre 

Quia Tero art p-<l (rira aoguhis artiaidi 24. eat <iS^)f adfiibanAi 
ast seriea 

N(tfyo) a arotaBg(^+«^<*BS(^+wetan^((7)-|-ata.^ positii 

8ait^X^~(M9P*eo9^»* 

#7 <Wai>p«iiaiyi» 

Co«5vK^~fo»vpcoi9a^ 
f> -— 4Wni yp»ria^a 

+ 6tai 
FoMinua brafitalüi aanm 

m SBB ^tnff .ainqiTy 

tuno emm aat 

^" fe>,l-a > ^"ggaSgCS^ ^"^ISsis^» ^^ MM^-^^ ^' 

Panca praenuttamns da mq banim famiulaniiD. Termini seriei ji, B^ C^ 
D ete. tarn rapide oonTek^nDt» ut quantftataa arctang(B), votang(C)y 
arofaDg(I>) ob qpsamm ex^oitatem non ttök oommode adjumento tabu* 
larum Iqgpurithmo^trigeiionrietriaaram eamputari queant^ in exemplo pro« 
peaüo jam ip% tetminua prima afüta0g(4} Imi eiigiiilatii gpradu gandat; 




$22 IS« Gudermann, int^grnHa tOipi. Uri. iptc. T$äuein4i mHkoi. iimpU 

^uare serie uthnor notitssima arotaog(^ «b ^— •^4*"5***^to#| qvt 
adbibita est 

N(i/,c) = (^+B + C+eto.)— i(-^+lP+C? + eto.) 

+ J(^* + C» + 23« + etc.)— etc. 

At in plerisque oasibiiBi (quia si est •t7<<1^ jam aeries 

majorem, <|nam denideratur^ exactitucliois gradom siippeditat« Si arotang(^ 
adjumeuto tabularum trigooometricarum eomputatur^ babemus formiilam 

iV(/i,«> « «rotaiig(-rf)+(B-^ + ^)+(c-f^) + a 

41. 

His pra<>iniwis pranparatio ad caloolum haeo est. B tabulis a 
CI*** Leg«näre RuttMtur 

p SS 6,64593 1919, logü:' s= 0,3987297199 

tt SB 0,7016219761, log iT s 0,2095219556 

log« » 0»4971498726 
logX as 0,2095219576 

logi) SS 0,2876279150 
log^' « 0^39872971^ 



^-^i"»^<^"""Wi**i»^»«»-^« 



log(9 itO » 0^^3576349 
ergoi)f'a 4,85688292 

3i|Jr s 14^57064878 

SfriT' == 24^28441463 

logt) s 0^2876279150 ^g? » 0,28762791 50 

logtt st 0,846 103 ia)3—t log^ «0,7391384370— I 



mimmmmmmim ^mm^mm^ 



log (i)tf) » 0,1337310983 logt;/» «s 0,0267664020 

t)ii SS 1,360601971, leu i}/» ss t/)63570798 

tj«s=77«57'24", 3022, 
quare 

logsio (i| u) = 9,9903345832 logCfn (tj/t) « 0,1067615801 

logoo«(j)«) =9,3194183457 log <£o«(ij/») = 0,2097720701 



Calevlus nano ipie penioiplex «t, 

log 6in (!)/>)=: 0,1057615801 log ([e«(i)/>) «0,3097720701 

log wn (n«) g» 9,9903345832 log oos (n tr) « 9,3 194 183457 

logms 0,0960961633 log^As 9,5391904158—10 

quare ff a=s 0,3382130933 
' log€o«(iiir') =» 1,808313707 
ergo €o^(i)irO =64,3152122 

n as 0,3383131 

diireroatia =63,9769991 
ipsius logarithmus s 1,8060338653 

logm = 0,0960961633 



log^ SS 0,2900723980—2; 
dediMimus A tm 0,0195016932 

X °° 0>0000034722 

0,0194992300 

~ 83 0,0000000006 

- ^ + ~ «s> 0,0194992206. 



TecmioiM sequeos muko boilius ooraputatur. Sit ft modulus logaritb- 
morum Tulgariuiii, •!▼•/£ =0^43429448190....} quia 3i)ir'> 12^ est 
Utgfi96(ßtiK')tas it.Suf^logQi est rero 

3m q AT' stf 6^279533629 
log2 sa 0,3010299957 



logQo^(3i)KO»6»Q26922367; differentta iogarithmioa e tabalh 

=408191 
ii=0j338313 

uibtrabatur 138055= pr oducto ».408191 

log [(So« (3 in KO — n] = 6,0367843 12 

. logm =0,096096163 



logBsO/)69311851— 6 [quare^ etCjamuegligeodasunt] 
argo B = 0,000001 1730 



w<~ ~ + 4^ = 0,0194993306 

O Q 



A(u,p) = 0^0195003936. 



•ddemdo 



MtgrmHm 



Won optime penpeKeris, quaate lit noitrwifiii Mrienmi pvo iy(a,p) ooa* 

▼ergenda. ProoedimiiB »d eompulimi produod u,R{f)» Qoia «st Vwa 
«in7(y et «ni 0») 't') SB 3(y, e teboln ab IIl** Mjefenäre «ditb nniMiDin 

E{p, k*) SS 0,502868042 log £ «e 0,1829277427 



p SS 0,545931919 log X tes 0,2095219576 



/» — £(/», irO « 0,043063877 '<% 7 ** 0,973405785t 

;».A SB 0,515874751 log/r »0,7391384870 



«O»!*')— /'+/'• x«0>*72810874 log(/».~)sB 0,7125442721—1 

ipmn logaridmu» ss 0,6746874561 — 1 s= log k(ji) 

log u 8B 0,846103 1833—1 



w«i 



log[uÄO»)]8sO,5207906394~l, qoare 
n.ÄO») SS 0,331734999 
j^(»,;>) SS 0,019500394, quare 



araus dliptioin I>3f SS (}(ii,jB) SS 0,351235393, 

ouim nomeri uoitas est radiM sphaerae. Nuno etiam faoHlime inventmin 

lon^tudinem aroos ^M} est enim quadrans ADasK.R(p)^ qui« ßf(X,p) 
ssO est} est vero 

log A(p) ES 0,6746874561 -- 1 
log jr«a 0,2095219576 

iog(J|(J,/>) asO,8842094137-^l, ergo 
quadrans elIipt.^l>»^(i;/>) es 0^765965861, 

arous ellipt. DMtss <)(0,^)s3 0,351235393, 
arous ellipt. j/M^ 0,414730468. 

Quantitates t;» 7» 7 *^ etiain reourrendo ONiipatart pononl; est eniin 

eo<(«-i-4jr)ss(2Se«27)^e«(dP+^/)— ^^«1 qu^e ponendo »ssnK* 
et ysstiK't eat Cof(5i}i:Oa(2«s<29jrOCs<(3i)jrO— Co«i|^'; est vero 

~5-ss — i— — — , sive -^«4-— SS— * — et ideo ooss« ss—r-l-ii, et pa- 

riter co» 3 riK'ss^-^n, 0085i)^'s8<^-)>n; sobstitutb his ydoribus pro- 
▼emt 
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-g- 5 — - — :i + — •^®*"'^^> 

qua formula utaidTim 6s(^ at seriem pro '^(i^^o) etmai tuao adbibera vo- 
XmoM Uf 6it |;7>1| qMod rero aeraodiini artioulum 24. entari potesU 

Duoatur per ponctinn our?ae M liaea tangens ÜMV^ quae duas 
axes proloDgatas seoet ia punotis U tt V ^ eruamus formulas^ quibus 
taiigeDiea 27ilf etJ^Üf exprimuiitur« Est primo tangPÜ = tangCQ-oosPC^ 

taagZ/Ttf a= "' **!" Mt, perrenunns ad formulam 

UangZirM SS taog ii 00« a/'( 14- tauge'' sin ^*). fang ^, 
^' {toaglTilf SB sin« «M« y^(l+ taog e^ siu ^'). taug^. 



PennutalMi duabus axibM Ibrmulae abeunt ia 

Itang /^3f as fang a cot £/(! — sio e^ sin t//*) . tang <//, 
taog;>'if » — •'(1— )dne«Mn>^).taog%//. 

Ia articidp 39« jam ▼idimus, esse ^^^^r^tn{p^k').An{p9k^\ taiig^sstm^ 

6t ^(l«<-imi f^ aini^^) ^s da <i» quare est 

3« f^ilf s arotalig[to(/»9i')*da(/i|iP).taiidniiJ, 

et qyia araos ellipticut DMmB Q(UfP)s aemiiiduiii articuluon 31« est 

fUQre inU fruit Viju^p^k^)^ cujus natura £st eyclica, differentiae inttr 
arcum tlUptievlm et tßngentem correspandentem aefuafis est^ fuae §H 
ipsius sifnificitie ge^metricas alteram Bigaificatioiiein geometrioam et 
^dem WDpUoiorem mo% iaveoiemus» 

43. 

Afiu Fepo antea eraamua formulasa Est Beeuuduni theorema oo* 
tiaaiiiAUlm tapgC^' =s taug C£^. fang CP, qaare est 

!• taogC£^ « *.2^ et taogC^ ^ ^ 

Hino primo dedueiimis 

ereile's Jonrnal 4. 1I..B4.XI7. HR. 5. 30 
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2. teogP^/ e «baoMa.^ et teng^r s sb6oMÄ.^^. 

o rr M»« MPy ^ gr rin* MaV» 

Si e oentro C Uneam CR perpeadiculariter in tangenton l/F demitUmus, 
Mt tUigC^RsssfagUCiMtl^, aive 

4. iangUR « -j^— ' V(l4-Uage^^-»niy') «* 

^ <ui(p|/r) 8ina^ eoto taiiga ' 

baee etiam hoo modo fonctionibus eilipiicis exprimi potest 

Qiiia vero ^üf =saFotaBg[tD(y9^irO«iD(/»ylrOfoii^dDii]y mTenimus formulam 

aire io fonotioiiibiis trigooomotrida eupressam hanc 

» cot 6 y (l--«ui€'*.woV^*) 

44« 

BIlipsis ABBE praeter eentrnm iDteri« C doo aKa habet eeotm 
C et C'^ in axibus AB et i>£ proloogatis sita, qaae tum a oentro Cy 
tum ab invioem quadraute distaat Demittantor liueae C^S et C^^T petw 
peadioulariter in taogeatem UV,^ et eruamus formuias» quibus iiaeanmi 
US, MS, VT et MT loogitudines exprimuotur. Eet primo UC+ÜC » 90% 

quare tuagUC = ^otUC, aive img ITC s=i ^^ et quia cmSI/C = 

^^^ tang a r (l — •ioc'* sin ^*) 

Hiuc adjumeato fomularum pro UM et FU prim mfenlarum dedocumis 
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^ 8intfcota y(l — »i« tf^^ sio V^') 

Formolae 2. et 4« adjumeato functiooitm ellipttoattim exprimuntur boo 
modo: 

5. r3"=.r...a,(«^.:;^), 
E fonnulis pro VR et FT eruUs adhuo deducinuis 

^ oos6taDga ' 

quare permutatia dooboa verticilnis est 



8a tangÄS « tangyVdfUnge^^riny«) 

^ eo&aUiig6 

Foitnula 7« iiiDCtioiiibua ell^tieia exhibita est 

Facillimo negotio adbite complures ejusmodi fonnutaa derivare pomemm; 
adaunt emm aex panota memorabilia S^ U^ AI, R, y^ T \u linea tangenti 
DF, quae quiudeotin distantiis inter bioa auot coojaneta« Hamm quiode* 
dm distantiarum unaquaeqae amplitudioe ^//as90^-«-(p exprimi potest, 
quo facto babemoa quindecim formnlas^ qiubua arous ejroliei determinaih» 
tnr^ qui funotioiiibua el%tH)i8 exprimi possmit. E relationibiis ioter iote- 
gralia elUptioa tertiae speeiei^ quae in artioulis praeoedeatibus erutae sunt 
oombinationibaa inter ae aive alio modo oomplures aliae derivari possuot, 
at quaeeunque ejusmodi relationes derivautur^ sive bao sive iUo arou oj-» 
dioo e numero quindecim modo dictonim integrale mium reducetur ad 
alteram« 

&xemplo ilkistremus modo dlotum« Demonatrata est in artioulo 
36« formula G«, sive 

Si in formula bao pouimus pi loco p et (actorem i dejicimusi obtinemus 

«/o cnp*. (i — ■ ' j shk*) 

bao substituendum esc K — pi ioeo p, quo obtinemus 

30* 



228 



tbttflu 



fc« . to (iE*— p, «fQ.doCg^— p.y) 

'^ «.(Ä'-p,*')« V 

i(i«>g-j»i.tO __ /^ tMo(K*~p.tOdtt(g^-»p,JtO.Mit«'.aw . 

i ""yo e»(Ä'— p, f )> . tl+ *» tn (JP— p, *♦)» .M «*]» "^ 

MiMlitufo valore hoc formula abit in 

rfr« P(i.,;.,*0+P(<'.«'-rt = ^^y'-f^- 

Bändeln vero formulam facilius eruimii«, i\ in formoU 2« artiouli 23» po* 

nimiis JT'— yi iMO a; Umo enim illioo «bit ~^r^ « ** . / wi >^^^%^ 
^^j^y Integralia P{»,M'^p) et PCh.aO ^»«r cpe aMm irrelki 
r7^ mioe ad ae invicem reduounhir 

Praemiaais formuUi praeoipuis ad iBTeniendam eurrae ^tilratiiralki 
prooedimus. Sit atm ÄPM^f, tiuio est df^ i4>a^> V^f-f I> + 7?) i^ 
A« & S. S.30»)| qoae formula geoeralit aubstituendo jrcasaooa^^ ddpa» 
--»aun^.d(p^ jrBcß.ain^ et dyasß.ooa^.dip, abit in qpedaleni 

4\\ ut •ß.%\nif^.Bq> 

Ad^omentD formulae hujua formula pro ^^ in artioulo 38« inTenfa aim» 
plÜioari poteat^ aam reduoendo obtinemua 

(2.) «._a/=.p.,.^^Jj^li^^+^. 

Formulara(If) nuae reducamuB introdacto exoentrfeitttem e^ quo (riblfammia 

f — /^ iiDflCDta*taDgt»i»y*^y 

•^ ~y. (1— •ina*»i»9*)VXl— aiiie^tiof«)* 

Ponamua nune 

1. k^ is ooe# et it^ ss siae, 

2. iP =. am (v,0.= ~^ = y-wn(M}, 
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famo emm «t/«/ i^^iaJ^vX)^ * V« rcro «t sui«>iia^ 

«t <1, est -^tina* intor Hmites — i^' M — 1^ qutro intagrtle hoo dlip» 
tiMm tortiae speoiei ett üerum cydiete natime (artio« 33.) et ad ofaMem 
P(p9 fj i^^ aire simplioius P(Vf f) revooaadum eat; ^em in finem poni- 
mui aba*ssdn(f,itj% aire timplioitia 

moduliim eatm t^ in a^oificatioDe iunotioDuin elliptioarum afgameoti f 
Bovi parametri omittere lioet E formula dna^ «b Aüf^ dednoinuia vero 

ab l'oSBcoatfcB^^aDCSBsisofA aire 

qua formida «fqmentiim f dafriiiur« Ponamua nonc 

quiinia formolis Ap et X^ defioittator» Si aigiua modo eteotiB utimiir^ eat 



«('•— 7)«S;|«S^»eoa€K=Ä', quare eat 

qoe formula argumottfnm f aKo defiiiitur modo; baeo formula faisuper 
formulae 0# artiouli 39. aimUlhna est« Quia est 

e fidrmulh anteeedeiitibua faoiUime eorapontmua aubetitueudo 
A^.aafODfdnf SB ooae^.eoai.abiA.aiaa 

9s ^S-^.OMi.sbi.aififf SS «a«.«osa*.taog^. 



quve «rt/=y^ \^L^,MvXr ' 

fuare tignifieatio gtoMetriea integrali* ettiptiei tertiae speeiti P(Vtj) 
est 49 areae elliptiea» tphatricae, 

Ope formulae modo enitae «reiift APM, ACD et PMDC eadem 
Tadlitote computari possunt, qua areus correspoodentes jtM, DM et qua- 
dcBM JMD in artieulo 41. ciomputati sunt) quare exemplum in nuroern 
finttis auperfluum esse videtur. Formulae ad calonhim appUcandiie suot 
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Area ^PÄf = — i;.-fff(y) + ;V(i;,y), 
Area jiCJ) = — jr;.^(y)+ ^— i^, 

Nunc etiam formulani eruamtis^ qua exprimunhir area tectorii 
eiliptioi AFM^ quam per c deaigsemutu Sit auguhia AFM^ss^ v et aiigu< 
los FMU^ß\ quia angulua PMU^sh^ eat angulua PMFssfi-^K^ e 
ideo area 

Irianguli PFilf s=:/t*— A+y^-jt quare 



cose* — cota* 



0- s=:/+^~Ä + |f—^; 



Est vero taufi'/i s» -: r-s= (6. A» S. §.73,), shre 

sio6' 

quare iang(|^-^) = l2Ei^^, e«t vero aini»«r«8 ^^^^^.^y,^ =a 
. ^y*,. . ; . >. ^ quare faabeinus 

• . in \ sin« siocp 

Integrale X«^/iteruin est eUiptlooiD tertiae speeiei^ qoia est siDaamA^of 
est pritno 

^- ^ "^ co8e'•l4-tange'^»n{t;,fc;)*• 

porro est cote'e» tangamCÜT^—^jito) = fn(ir^— ^y)s=: rr-- — , seu, tange' 
rs Ir^ ' *o 7» 9^^ talpre substituto prorenit 



^^ Qf to%b Jp(y»0**3v 



iosuper 



dnjf«to7s5eot&.sioa == — p-, est 
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Mot« tat fonmda tang^=:tang|^.j/^g±^ (G. k, S. f. 7$,), et quia 
flpssi» — ^Tj — /*}— (A — ^/) «*t, compooimus tandem fonmilam 

Formalun 2* IweTius e formola 6^ artioali 31. dafinure potuiateraus; «e- 
outidum fonnukm bano entm est 

et tt in formiilam taogX s»^— -^•taQg<P/'(l-^8m^.tinip^^ introduoimuB 
ftmolioiie» dl^tkas, est 

et quia insvqper est P{v^^)csf^ formula abit io /-{-^{v^ffV^zszK^ qoae 
otim formula 2. est eadem» 

47. 
Si e oentro C describitur eiroulus maximus^ axies ^ifr et CD pr<H 
ioDgatas intersecans io puuctis C et C^^^ puncta faaeo sunt duo oentra 
exteroai dueatur CM^ quae circulum C C'^ secet in puooto C^ et poDamiis 

toDgC'P Ä flp', taDgC?'<y » /. 
Relatio inter ar, ^, ;r'^ jr^ esLpiimitur formulis 

I. *' = i. et / = ^, 

uade vice versa esse sequitur 

1. ar= i et r =^. 

Badem eurva JMDBE^ quae speetata e oeatro C didtur ellipsis^ speotata 
e oentro C^ dicitur hjperbola (idem valet de oentris C et C'')^ sint duae 
semiaxes hyperboiicae pro oentro C* desigoatae literis o^ et 6% tuno est 

o' SS 90^— IT et tangA^ssr^^^, unde etiam vioe versa sequitur, esse a:9s 

9(f— «' et langA«^^ (G. A. S. f. 7«.). 
Aequatio hyperbolae est 
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FoMli M tituft in ellipii ezpripEiiiotiir formulb 

3. .» SS \BBgn.cMp et 7 ^=±5 itaDgi.siiKp 

1 r 

imde adjumentQ formularum jp' ss — ei f =^^ sequitur^ esse 

quibus fornmlis ejusdcBDoi puncti M siti» ia bjnperbola eujut Mntnnn C 
est» exprimitur^ et quidem ope ejondem ampUtiiduiit (p realisi qua iu 
Ullpti usi sumus. 

Saepcmumero e formulis pro eHipsi^ eujus aequatio aat 

dirifaioiis foniiiJas pro hjperbofai) quod daplid modo fieri potest. fil 
oritMMS quantitate« imagiDarlas^ pemiutanda aunt tanga et tingo^^ tangj^ 

at tang^^ oos^ et ^^ , tangcp et rin(p; amplicior vero est ums qiiaatl-i 

tatun imagmariaruin 9 quibus errores opHose OTitantur* Permittaadb in 

aequattombus duarum ourrarum r tix% y et y\ a et a^^ taug 6 et ^"f , 

^ et iP^ aequatiooes ipsae permutantur; si Tero in formulis 3* easdem 
permutamus quautitates^ oriuntur formiilae 

«' SS taDgo'eosr «t / » tangJ^~SE!, 
quae eompiratae cum formulis 4. edooent, esse 

unde milltiplieatione adhue dedueimus ^^^sstaog^; e formulis Us pei> 

spidtur^ amplitudinem ^' esse imagioariam» Si fermulas bas adbibemw» 
e formulis pro ellipsi adjumento amplitudinis ^' imagioariae dedueimus 
fonmilas reales pro bjperbola« 

48. 
Inquiramus in quadraturam byperbolae, et sit area CJMQ^sBg^. 
Pifierentiale oreae hujus est 

Est 14-7'*= 1+ tang*'*toiig<pS 
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qiuurd rabstititendo «^tinemus 

^ sjq Q^ langte 3 y 

Quia «t «in^ r=r ^^°g^'-^°f^^ gubsütueodo — 1-;^ l0€o tüuga^ et ?25J^ 

loco fang **, obtinemus »in ^ =» ^ . ^^^^^,, =s oosö'^ (1 — tang ä'') , quara 
prior formnla eliam sie exhibtfi potest: 

Ponamtis itenini io^siD^ et (p = ain(f;^it[^)| tiinc euim est 

^o *■" 1./« > 

I---^»n(w,*;)» 

qnare seoundum artic* 33. integrale f ad classem 7 reyooandam est. Po« 
jiaimis igitur 

1 — tangi'* Ä 5i2£^ s- dn(y',*o)% utide sequkiir 

«n(y',io) = ^-^^ ~ C0S4?', sive 

qi& Tero aeoondum artioalum 45. est am(i^o — 7fO ==90^ — e\ est 

Oomputato igitur argumento q etiam innotescit argumeDtum ^^ Si sigDO / 
utimory est 3x1. — »'PQ'-'^pg^'-^^ 

^ ~ 1 — dn^'V 511 (!;,*;)•• 

Repraesentet m faotorem adhuc iDdetermiaatum oonstaotem, et utrique 
aeqoatioiiis membro addatiir mdt/, quo obtioemus 

qoare poaito m s= — .sina' tangÄ^ obtiDemits 

qoare integrale membri alteri revocandum est ad P{y^f'). Eist rero 
SDf^Kcos^'y on f ' ^5s sin ä', dn/sr l-^tang6'^, *o = <^os^*, qnare est 

irj.soy .ony •dny' = ; ; porro e»t sioa' taogi du$^' «=: 

eotaianeb sine* / sine ain e cose cose'.ain« « . 

2-.,-- -. = COS^COStf . ^ .- = : •COS^.SIII^' s=s 

taoga aina' sma tanga sioa 

•iDf oo> smecoae ^ j^QQque integrondo obtinemns formulam satis simplfoem 

Orcfb's Jonnal d. YI- Bd.XIY. HilS. 31 
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^ SÄ «tia'.tang6'.t/ + P(iivy'), aire 

1. ^ SS i;.8inÄ'.tangA' + '^(^>^o— ?)• 
Si ponitur t/szJT^, fortnnla abit io eam areae CAIUD(?\ Formula (L) 
etiam boc modo derivari potesti. Est /tss areae jtPMy qnare est f-\-f'\'APMC 
ssa seotori CCQ^j est voro 

A PCM = aro aoguK POM+ aro ang PMC^ — 

etaeotor C'C<?'=:arcaDgC'CQ's= arcangPCAf, quare est 

g^+f=i ——wtOBngPMO. 

Est taiigrP=tangPA7C,sinPilf, quare tangPMCssi^^^ ideoqoe 

tang(f-PiIf0)-^^i est vero tangPiJf ^^^^ 

■ ^i^ / »I »\ = "T^ • c<Mig* ^/i 1 ^"^f » — n = wöc'taogÄ'^zTCTi — ^!*J? , — TZ 

xy{i^x*+y*) langa Ir (l-f-sin«*»iny ) ^^ r (1 — sine* siny *) 

ideoque 

Vidiiotis vero in artieulo 45.^ esse kl.nn^enfdn^^ssiUBacoBa^tangb etf 
qoia dofsssinoy est 

*S«i«Ml ^ eos-Mangi ^ «J^S»^« ^ «Ina'.tang*', 

00 f siaa tasga ^ ' 

quare prior formula ettam hoo modo exbiberi potest: 

t r A /IS so a CD 9 tn(i;,Är')\ 

formutam vero bano ad aequatioaem (L) reduci posse, iUieo patat adhi» 
bendo formuhm(I«) artioiili36« 

40. 
Sit eorva eabd corrae BABD reciproca» quare et ipsa elfipsiat 
cujus semiaxes siot cd^^ce semiaxis major, et cosscS semiaxis minor j 
notae sunt formulae 

ed^^ — CD et cö=-|— C^- 
Describantur duo circuli minores e centro c^ t/uorum radii sint ca 9t 
cd} suwatur angulus aen^sjtCN^si (p, cujus crure en duo circuli se^ 
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4;entur in n' et n; e punctis n* et n demittantar lineae vfq et np per-' 
pendiculariter in axee ab et ed; ipseram irUersectio m erit non solum 
panctum curvae reoiproeae^ sed ei reciprocae conjunetum cum puneto 
M eurvae primitivae. Si figara eadb saperm^onihir i]|gorae BjiDB itai 
ot ceotra p et C comoidanti et directiones tum linearam CD et cd^ tarn 
Imearom CA et ca fiant sibi direote oppositaey linea Mmy quae ponota 
jimgit M et m, uon aolam qoadraoti aeqiialia, aed et linea normalis utri« 
qne curvae comnuinis erit. Demoostrationem iadilimam hie brevitatis 
oaoaa aupprimimoa« Qaia permutatis ponctis nt et M^ et carris ipaia, 

permataoda rant -a*^'^ et a, 7^«-^^ et A« \// et (p, e^ et e, abit i m k'^ 

et i' in A^; e formnUa fgitur 

amiPfk') SS e et 810(7, AJ = -j— 4 

patet, pertnutari sioiul p et g; e fbrmulis denique 

^ = am(a,it) et ss ain(t;,iro) 
elocet, permutad etiam argumenta o et 2/. Si igitnr arcum am^ qui red« 
proco AM oorreapondet^ per s* designamus, formula 

s = i{Ujp) abit in y = i(v,gkf^\ 
et ai araam dmp iitera f designamaa^ formula 

/ » P(i/,7) abit in f ^ P{u,p,V). 
^uia ?ero eat FW^ — ^ ss P(o, p, A') aeoundnm artio. 42. et 

Ä/~/ «B (/(t/,7,it^) seeundum artia 46*9 
fonmiiae bae abennt in VMz^s-^f et hssf^s^ shre 
h areua cyci. FM as arc elMpUMD -f areae. ellipt./i dm sei angulo/i m tij 
2* angulua PMU sb areae ellipt. PAM 4- ero. eDipL am ;?= aro. cyd* am. 
Partter est 

3* are# eychUM =s aro» ellipt« AM «f- areae amf av angnlo^mii« 
4. anguln9^^f<^ :s areae D iHr() + arc. ellipr. dm ss arcgrcLi/m. 
B formulia hia aequitur^ eaae quadrantem areae AOD-^ quadrantem peri* 
pheriae' omiiaB~y et qiiadraDtem AMD'\- quadrantem ncdsss^ 

Formnlae bae 9 etai pwqnam degantea, adjumenio tbeoriae inte* 
graliukn dUpticomm tertiae spedd nunc damonntratae » aonnid speciales 
mtktf et pendent a tbeoremate generalissimo^ qnod^ simplidtate non minorl 
gandena^ ?alet de curvis quibusoonque vedprods^ sive de iutegralibns^ qui- 
bua ipsamm tum rectificatio» tum quadratura exprimitur« 
Mouast« ttueapb. 21* Martii 1835. 
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m 

17. 

Über das Rationalmachen algebraischer Gteiehangeiu 

(Ton Herrn Ftfof, Dr. ForsUmann «a Daiiug.) 



Xm 3ten Hefte des 8ten Bandes dieses Journals habe ieh eine einiSaehe 
Methode mitgetheilt^ nach welcher man eine Gleiofaung iFon der Form 

wo unter X^ 5 X^y X^ u. s. w. Functionen unbekannter GrSfsen verstao« 
den werden, auf die Auflösung einer Gleichung auruokiuhren kann^ welche 
die in dieser Gleichung ?or Augen liegenden Quadratwurxeln nicht mehr 
entlifilt. Die durch diese Methode abgeleitete Gleichung wird Irdlich nur 
dann^ in Bezug auf die unbekannten Gröfsen, rational sein, wenn die Aus» 
driicke X^ , X^ u, s« w. selbst rationale Functionen dieser unbekannten 
Gröisen sind; inzwischen können wir uns dooh^ selbst im entgegengesetz- 
ten Falle, des Ausdrucks bedienefi; die Gleichung werde durch diese Me- 
thode rational gemacht, in so fern dadurch wenigstens die in der Form 
obiger Gl^chang selbst vorliegenden Quadratwurzeln zum Tenchwinden 
gebracht werden. 

Man kann aber> von ähnlichen Prindpien ausgehend, selbst Ae 
weit allgemeinere Aufgabe lösen > eine Gleichimg rational ai madben^ 
welche sich von der obigen dadurch unterscheidet^ dafii rie, statt der Qua- 
dratwurzeln, Wurzeln beliebiger Grade enthBlt. Wir wollen uns 
hier iknn mit dieser allgemeineren Aufgabe besobfiftigen ; jedodi ennSdist 
nnd hauptsSchliob nur den Fall betrachten, wo die Wurzeln der gegebe» 
nen Gleichung alle von demselben Grade sind, lätatt der Zeichen JK^, 
Xjf^y X^j . . . . wollen wir uns aber der einfacheren, ^5 0, C, • • • «^ bedienen« 

1. 

Es ist idso zu untersuchen, wie die Auflösung der Gleichung 

I. V^ + V^4- VC+ . . . . = 
anf die Auflösung einer GMchung zurückzuführen sei , welche die in (I.) 
vorkommenden Wurzeln des Aten Grades nicht mehr enthfflt. 

Der Grundgedanke für diese Untersuchung bleibt derselbe, der uns 
bei dem speciellen Falle des früheren Aufsatzes geleitet hat. Wir mSaaeoL 
uns erinnern: 
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1) Dab jede Worzd des nten Grades eigentlich n versohiddene 
Werthe hat, weshalb die Gleichuog (I.) eine Menge Tenohiedener Olei- 
chnngen unMr sich begreift , so dab die Forderang^ diese Gleichung zu 
loseo, mit der Forderung Eosammenfallt^ von jenen verachiedenen Glei*- 
chnngen alle diejenigen zu lösend welche überhaupt auflösbar sind, 

2) Dab die Aufgabe, jedie einzelne der Gleichungen 

F = 0, F'äO, r'=0, u. 8. w,, 
wo F^ F'f t^\ . • • • Functionen einer oder mehrer unbekannter Groben 
bedeuten, für sich aufznifisen ^ sich in die Anfgabe, die Gleichung 

FxPXt^'X — • = 
SQ lösen, yerwandeln labt. 

2. 

Die Wurzeln des /iten Grades ans der Zahl 1 werden bekanntlich 

durch den Ausdruck dargestellt: 

ihn , . 2kn . 
cos ' + sm /, 

wo i eine der beiden imaginären Quadratwurzeln aus — 1 bezeichnet, t 
aber jede beliebige ganze Zahl sein kann ; und man erhält alle n verschie- 
denen Wurzeln, wenn man in diesem Ausdrucke nnler / immer eine und 
dieselbe der beiden Qimdrat wurzeln aus —1 Terstehet, statt k aber nach 
der Rdhe alle die Zahlen 

0, 1, 2, . • . . /^— 2, n — t 
setzt« Wir wollen die auf diese Weise hervorgehenden Wurzeln der 
Zahl 1 durch 

bezeichnen, so dab allgemein 

Rx s=s cos 1- sin I 

und als ein besonder Fall 

ßo = 1. 

Ans dem bekannten A^orithmus der mit B^^ Rg^ ... . bezdchne^ 

ten Ausdrücke folgt 

/|q S^ #1,^ SSS **-tii • • • • 2S^ *V— % ■— *•— 2n • • • • ÄS I, 

n« s« w», allgemein p — » 

wenn p und ^1 wie /i, ganze Zahlen bedeuten. Hionach kann man einen 
WeKh wie A« j wenn s eine in der Reihe 0, 1, 2, ••.. n — 1 nicht ent- 
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bakene gaoze Zahl ist, auf etneo Ausdruck Ru 2orSekf3lireO| io welohem 
k eine Zahl aus dieser Reiba ist* 

Peraer gellen die Gleichungen 

Ä^.S; = R^ und (B,r ~ Äi^* 

Da die Ausdriicke R^^ R^^ .... ^0^1 die n yersofaledeBen Wertiiie 
Ton X sind, wodurch die Gleiohnng x** — 1 ss gdSset wird^ welche anch 
die Form annimmt: 

so findet man, der Theorie der höheren Oleichmigen gemälii: 

d. b. die Summe alier Producte aus je sweien der AnsdrScke R^y R-ty 

Ferner gilt ein ganz gleicher Satz fiir die Summe alier Pfoducte 
aus je dreien dieser Wurzeln u. s« w., bis endlich Sit die Summa der 
Producte aus je n — 1 derselben« Was aber enletzt das Product aller je^ 
ner n verschiedenen Wurzel »Ausdriicke betrifft, so gilt: 1) wenn ^ eine 
ungerade Zahl, so ist dies Product =; 1 ; 2) wenn n eine gerade Zahlt so 
ist dasselbe av — !• 

Verstehen wir nun nnter a irgend einen der n Werthc^ dargestellt 

durch 

assa./f^,, o.Rgy o.Rxj .... -ö.ä,,^, ^-Rm^tf 

wofür wir aber der Kürze wegen sohreibeo wollen: 

Bezeichnen wir eben so irgend einen Werth von "v^fi dnrdi 6, u'gend 
einen det Werthe von '*/*(7 durch c, u. &• w. , so werden alle n yerschie« 
denen Werthe von ^/"B ausgedr&okt durch 

b, bi, J2, .... b„^, 4,^; 
alle n verschiedenen Werthe von "/^C durch 

n« s. w* 
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Nun erbeUet leicht, dab allo io der Gleichung (T.) b^prÜFeneo 6le(» 
ohungen dnrch die Femn 

II. 4» + 6/i •+- r^ 4- • . . . Ä 
dargestellt werden kfinneoi wenn hier ß, 7, •••• ganze Zahlen sind, und 
der Bedingung nnterliegen^ daCi fiir jeden dieser Buchataben jede Zahl der 
Reihe 0^ 1, 2^ • . • . /i — 1, aber kdiie nicht dieser Reihe entnommmie ZshI 
gesetzt werden darL Es möchte zwar scheinen ^ ab müsse links fiir das 
erste GKed a der allgemeinere Ausdnick a« gesetzt werden; allein man findet, 
dals jede in der Form , ^ , 

b^riffene Gleichung auf eine Gleichung der Form (IL) zurückgebracht 
werden kann. Multiplicirt man namHch die eben aufgestellte Gldchung 
beiderseits mit Rn^^ so entsteht aus dem Gliede a« ^^ Glied a.R^zxsaf 
und es geht eine Gleichung hervor^ welche in der Form (II.) begrilFen ist. 
Das Aggregat ^ welches in der Gleidmng (L) = gesetzt ist , be* 
stehe aus m Gliedern! so lassen sich^ indem man in (IL) statt eines je^^ 
den der Buchstaben ßf 7f • • • • jede der Zahlen 0, 1^ 2, . • • • n — 1 setzte 
n"^ Gleichungen ableiten , welche unter der Form (I.) enthalten und 
alle unter einander verschieden sind. Diese /i*^^ Gleichungen werden 
aber auch vollständig alle diejenigen wesentlich verschiedenen sein, welche 
unter (I.) begriflPen gedacht werden müssen , und die Multiplication aller 
/i"^* unter der Form 1 n t -. 1 

enthaltenen Ausdrücke unter einander wird, wenn man das Product ^==0, 
und dann statt a, bj c^ .... setzt '^/^^^ "V^^» '*/^9 . . . ., eine Gleichung 
bervorhribgen, durch deren Aufliisung die AuflSsonf^ der in (L) enthaltenen 
^m^t Gleichungen gegeben wird, so weit dieselben Sberhaupt auflösbar 
sind. Es bleibt Bbrigens im Folgenden noch zu zeigen , dals nach dieser 
Methode wirklich eine Gleichung hervorgehen mufs, welche von den in (L) 
enthaltenen Wurzeln befreit ist. 

4. 
Dieses zu zeigen • hat in dem Falle , welchen wir hier zunfiohst 
betrachten wollen, nSmlicIr den, wo ms=s2, also die Gleichung 

V^+VB — O 
mtfonal zu machen ist, durchaus keine Schwierigkeit. £s ist hier das 
Produet der n HüUs*Aggr^«e 

c-f-A, ö*f*Äx, CL'^l^if . • • • a-J*Aj,_i, 
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d* h* der Binomien 

SU bildea. Dasselbe mu(s einen Ausdruck von der Form 

gebeu^ in ^elcbem die CoeffidenteD £|, i^^ .. .« E^ Ausdrucke bedeiiteiiy 
die von Bqj, Rt^ • • • • Rm-^i abhängig sind. Aus ^ 2. findet üdif dab 1^ » 
als Summe aller dieser Werthe R^^ Rif ..•• R^i^ den Wertb bat; 
eben so ist £t ^» ^ cds Summe aller dieser Produote von je jnfreien die» 
ser Werthe; dann ist, immar nach f» 2., aueh Jeder der folgenden Coeffi- 
eienten, bis ziiiS^., , ^=^^i <^üoh aber ist iS^csl^ oder sa-^i^ je nach» 
dem n ungerade oder gerade ist Das Produet der n Bhimnien ist abo 
s=sa"-f"^9 wenn n ungerade» und ^ssa^^^b^^ wenn n gerade« Da nun 
c^Tszjiy b^ sssB^ so erhält man^ wenn n ungerade, die rationale Gleichiuig 

und wenn n gerade, die Gleichnng 

J^B = 0. 

Dasselbe Ergebuifs findet mau, wenn man die aus "^^A -f- "/'J' ^=^ 
entspringende Gleichung "/^jizsa — "^^t durtdi Potencirong auf beiden 
Smten, rational madit. Bei ungeraden n nämlich erhalt man Am&^^^By 
bei geraden n aber A^=rB. 

5. 

Das gezeigte Yeriahren gilt auch, wenn man statt der 4Mnen 
lYin'zel, 2. B. '/^« eine Function ohne vorgesetastes WurselMiohen, etwa 
9« bat» Hier kann man, um das obige Verfahren Qn;mweodea, statt 
^/'A setzen V^"» und unter a den oben mit % beMicbneten Werth die* 
ses Wurzelaufldriicks verstehen. Dann ergiebt sich aus dem HäUsprodncte 
ä^'^b" oder a^-^i" die rationale Gleichung SI"4-BsO oder V" ~ £ ats 0, 
Je nachdem n ungerade oder gerade. 

Noch möchte es nicht überflüssig sein, su bemerken, dafs man sich 
mit der Untersuchung d(^r Gleichung 

V^ + VB=iO 
begnügen kanui nnd oiclit ntithig hat, auch die Gleichung 

ni betrachten« Ist nümllch n ungerade, so hat — ^/B dieselben Werthe 
wie VC— B): atoU V^ — Vö«0 ksnn man also setaen V^+ V—B 
zss 0, wodurch man anf die gewöhnliche Form zurückkommt. Ist aber 
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n gerade^ so bt R^wm ^ii unter den n yersohiedeneh Wertben von 
^^B ist also einer «s-~&| wenn irgend ein anderer s=6 gesetit wurde; 
man darf daher b mit --* b vertausishen ^ und aho statt a-^b tbvl Grunde 
legen a + Ä^ so wie V^+Vß«0 statt V^— V^^O. So fBhrt 
X.B. die Gleiehung ^/'A-^^/^BsesO eben so aro der rationalen Gleichung 
A^Br=:0^ wie die Gleichung V«^ + VB » 0. 

Jetst sei die Gleichung 

rational su madiehi. Das HBIfaproduct wird hier durch Nultiplication 
der Il8lfs«i Aggregate au bilden sein» welche aus der Form 

o + *^ + ^y 
entspringen 9 wenn man statt sowohl wie y jede der Zahlen 0, ly 

3^ •••• A«^l aetat* Nun erhellet Folgendes: 

1) Es giebt n^ verschiedene Aggregate dieser Art^ und daher 
wird das entstehende Nuifsproduct in allen seihen Theilen in Deauig auf 
a^ bf e ein Ausdruck vom A^ten Gifsde sein« 

2) Bas HOlbproduot wird fSr a, b und c symmetrisch sein, 
wie folgendermaafsen erhellet» Vertauscht «man in jedem der ii*HiiUs*Ag« 
gregate b mit e, so kann dies auf des HSlf^produet keinen Einflufs habao^ 
Denn sind in dem Httifs- Aggregate die Unterscheidungsseichen ß und y 
einand^ gleich^ so leidet dasselbe bei Yertauschung des b mit c keine 
Änderung» Ist dagegen ß nicht =7t so gdhet durch jene Tertauschung 
das HSIfa- Aggregat in ein anderes^ dieses andere aber auch wieder in jenes 
über. Die Yertausduing des b mit e bringt also dieselben Hülfs-Aggr^ate 
wieder hervor,, und ISfvt daher auch das Froduot ungeSndert^ 

Eben so wenig kann Tertauschung von a mit b oder mit e einen 
Efnflurs auf das Product SiifiBcrn» Um dieses bequem zu zeigen , unter» 
scheiden wir n verschiedene Gruppen der HBlfii-Aggregatei n8m1ich die 
Gruppe mit b^ welche die n HOlft -Aggregate 

c + 6+f, ü'^b-^Cif a4*A*f>tftf ' • • Ä + Ä + ^ü-i 
umfefstt dann die Gruppe mit A«» welche alle Hü1is*Aggregate in sich 
begreif!') in denen b den Index t bei sich hat; hierauf die Gruppe mit 
btf die mit iai u» a« w# bis xur /iten GruppCf nSmIich der mit b^^g. 

Wird nun a mit b vertauscht, so bringt dieses bei allen Aggrega« 
ten der Gruppe mit b keine Änderung hervor Was aber die Aggre- 

Crcllt s JoiiriM! cL IL Bd. XIV. BlU 2. 32 
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gote der Gruppe mit ki betriCf^^ so geht das Aggregat a^ii^**^ «ber in 

at + b + e 98 (o+Ä^i+c^O^Äi, 
das Aggr^at e-f^^i+^t geht fiber io 

das dritte Aggregat dieser Gruppe^ nfimlieb a + b + c^^ brtogt heryor 

a. + i + c, a (e + i—i+O-^i; 
aUgemein entstehet aiis dem (Ir4-l)teu Aggregate^ nSmIich a-f /^i + c«^ 
bei dieser Vertausofauiig das Aggregat 

Aus den n Aggregaten der Gmppo mit 6| gehen also Ansdrocke hervor^ 
weiche den /i Aggregaten der Gruppe mit b^^^ jedes mit Ri multiplicirt, 
gleich sind« Das Product dieier aus der Gruppe mit bg entgtaodenen 
Ausdrucke ist also dem Producte ans allen Aggregaten der Gruppe mit 
A^i und ans It^y oder also, weil A^ s 1^ diesem Producte sohlecht gleich« 

Aus der Gruppe mit b^ gehen ^ bei Tertauohung des a mit 6, n 
Aggregate hervor^ welche den Aggregaten der Gruppe mit b^^^^ jede mit 
R^ moltiplicfarty gleich sind« AUgemein nSmIich entsteht aus a + ^2-h^ifc 
der Ausdruck 

flSs wird daher das Product der durch jene Vwtauschung aus der Gruppe 
mit bf entstandenen Aggre^te dem Producte aus den n ursprnngUdien 
Aggregaten der Gruppe mit &.-< und der Men Potens von Rf^ oder abo^ 
da diese Potens ss 1, dem Plrodncte jener Aggregate seihst j^Ukh sehu 

Auf Slmliche Art lalst sich emsehen, dals aus der Gruppe mit b^ 
nach der Vertausehung des o mit b ein Product hervorg^ien wird^ wel* 
ches dem Pteducte der ur^riinglichen Aggregate m«t 6„^ gleich is^ 
V« 8« w* Allgemein wird aus der Gruppe mit b^ durch die Vertausehung 
ein Pioduot entstellen, welches dem Producte aus der ursprBiiglichen 
Gruppe mit b^i gleich ist. 

Hieraus folgt nun, däb das Product aller n Gruppen mit b, bgp 
btf •••• i»^ nach der Y»tauschung des a mit b nm dem Producte di^^ 
ser Gruppen seihst, ohne Vertausehung, sich nicht untersch^den kann» 

Bfan sieht aber leicht, dafs eben so wenig die Vertausehung voii 
e mit e einen EÜnfluls auf das Hülfsproduct ausüben kann. Da nun^ wie 
schon oben gesagt, auch ^ Vertausehung des 6 mit c Jusnen solchen 
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SinfluDi Ihibem karni^ so fo^ endlicb^ das RSlfiiprodaot mSsse dt a, b 
und c aymmetriscli «ein* 

3) Das' HttUiprodaet kann keine andere Poteuzen roh a, h und o 
eof halten, ab solche, deren Bvponenteti duroh n theilbar sind« Dieses 
ivfird folgendennaafsen bewiesen. 

Verwandelt man in idlen Holts -- Aggregaten « in a^, so gehen aus 
der Gruppe mit b Hnl&« Aggregate berror, welche mit den HBITs- Aggre- 
gaten der Gruppe mit b^^i Sbereiostimmeni wenn man jedes derselhen 
mit Ai multiplidrt, imd allgemein gehen aus der Gruppe mit b^ Aggre« 
gate benrori die mit denen der Gruppe mit bj^i^ jedes mft Ri mukiplicirt^ 
übereinstimmen« Die Anzahl aller H&Ifs«» Aggregate ist aber aa ^^ folg^ 
lidi ist das Produot aller Aggregate, die durch Ter Wandlung irod a in Ui 
entstanden nnd, dem Producte aus den ursprünglichen HSKs«- Aggregaten 
und der üHen Fbtens Ton B^^ oder da diese Potenz sc 1, dem ur^rung«- 
Hohen Hnlftproducto selbst ^eiclu 

Nodi leiokter zsigt siph^ dals auch die Terwandlimg von b in b^ 
keinen Einflub auf das HHlfHiroduot 8uC»em kann« Dabei geht nBmIich 
bi^asb.Ri m ^|«/2|8sA«A!sB&«iRies&^y dann 2, in ^i, OiZ. w«, endlich 
b,^ in b iber# Daher entsteht bei dieser UmÜndening aas der Gruppe 
mit A ^ mit i|> allgemein aus der mtt ^| die mit bi^^ aus der letzten 
mit 6»^ aber die erste mit b^ und so leidet der ganze InbegrUT der H&lls^ 
Aggregate^ nnd fo%li<A audi deren Proinet » kebe iUiderongi Ganz auf 
dieselbe Weise zeigt sieb| dab auch die Terwandlnng ?on c in c^ keinen 
Bnfials auf das HSIbproduct haben kann» 

Daraus, dafs das Hnlfiiproduct aua i^ Aggregaten entsteht, die für 
o, b und e Tom ersten Grade sind, folgt nwi weiter, daJb dasselbe, nach 
den Potenzen von a- geordnet, wenn man statt n^ schreibt /^, von der 
Form 8«n wirdi 

wo Ih ^n von &, c und den Werthen /i^, /{j, .... R^^ abhängiger, viel*, 
thefli^er Ausdruck sein, wird, der in allen seinen Theilen for b und c vom 

Jiten Grade Ist. 

Yerfindert man nun in dem Hfilfiiproducte a in «i , d# h, in Rg a, 
so wird n^ in Ai o^ ss Aj^ o^ fibergeben, und so iiberiiaupt das Product 
Gestalt anndunen t 

3a* 



Dte OiSerens dieses uti^ des obl({en Ausdruck nuift nuiit tUv je- 
den Werth von o^ ssO sdn^ weil^ dem frQher Gesagten au Folge^ die 
Vertanschung von a mit Oi das Product nioht Sodern solh Es mufa 
also seini 

a sei was man wolle» Dies kann aber nioht Statt finden^ wenn nicht je» 
der der Coefißeienten 

l~i?^, E%.(i — Rp^\)f • • • • £|»(1— ü^), • • « • ^'^-i^Cl— Äi) 
den IVerth hat« Was nun die CoefBeienten betriflft» welche lu Poten- 
aen von a gehören^ deren Exponent duroh ü theilbar ist» so werden 
diese wirklich sss sein^ wenn gleich die in ihnen enthaltenen, mit E he* 
aefcibneten, CoefiRcienten nicht ssO sind« Ist nffmiich /»-— ^ durch n theO* 
bar, so ist /^al, und also J^.^l— /Z^^ssO, auch wenn B^ nkht 
SS ist« Anders ist es mit den Coefißeienten der OliedeTf in denen die 
Exponenten von a nicht duroh n theilbar sind; wenn nlmKch p-^if nicht 
durdi n tfieilbar ist, so Ist auch R^^i nicht eailf da nun Eg (1-— /i^t) 
SB sein soll, so mufe hier nothwendig i^ selbst es sein« 

So erhellet, daJb hi dem entwickelteta HüH^rodocte keine Poienx 
von a vorkommen kann, deren Exponent nicht durch n theilber bt« F&r 
ft und c wflrde aber die gliche Eigenschaft des HSHsf^roduelea sich auf 
dieselbe Art beweisen lassen* Hieraus erhellet endlich, daft, >wenn man 
in dem entwtokelten HiiHsproducte statt o", d% €^ die Wertbe A^ B^ C 
substituirt, ein rationaler Ausdruck vom nien Grade hervorgehen mutk» 
Dieser, sbO geseti^ wird sodann die gesuchte^ wirklich ralMNiale Gleichung 
darbieten* 

'. , . 
T. 

Was nun die Anwendung unsrer Methode auf eine Gleichung von 
der Form (!•) betrUft, in der das s& gesetate Aggregat aus mehr als 3, 
im Allgemeinen aus m Theilen bestehet, so ergiebi sich : 

1) Es sind nT^^ verschiedene Hülfsr Aggregate zu bilden | das Hiflfs** 
product ist daher, in Bezug auf o, b^ c, ••««, von ^^'^'Hen Grade t 

2) Dies HQIisproduct ist symmetrisch füc alle Buchstaben a, 6, ^, «•« . 

3) Dasselbe enthält diese Buchstaben nur in Potenzen, deren Ex- 
ponenten duroh n theilbar sind. Setzt man nun aeuletst statt o% &%«">..#• 
die Werth« ^ B, C, ...., so gehet «ine rational« Form des o^tenGra- 
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dM fn Besag äuf^t Bp C, .4.. hervor^ und dime^ a geMtzt^ gltbt die 
gettiohte rationale Glfllohnng« 

Die Beweise für die (n 2« und 3« auft^ellten Eigenichaften dnd 
den Beweisen y die in f. 6 von den fitinlibhen Sttsen liir den tpedellen 
Vall« wo m CS 3^ gegeben worden^ ao hfiohst Shnliehi dafs es keiner wette- 
ren AusfSliruDg derselben bedarf» 

8. 

Bei der Anwendung der nun in der Hauptsache hinreichend er» 
Srterten Methode auf besondro Ftflfe Ifit die Aüsfiihrung der NnitlpKeation 
der IIQMs- Aggregate gewöhnlich eine schwierige Sachen und xwar desto 
schwieriger 9 je grOfser die Zahlen n und m sind« Es giebt aber Mittel« 
diese Multiplioationen etwas zu erleichtern» Ein erheblibhes Erleichterungs- 
mittel ßnden wir ztioBchst if| folgendem Setzei 

Das HQIfiiproduet-riir ein. gegebenes m und ü enthalte die m Buch« 
Stäben 0, 6» c, •• • e^ f: so bestehet dasselbe theils aus Gliedern^ welche 
nur die Buclistaben ßf 6^ . . enf halten^ theils aus solotien^ die auch / in 
steh hallen« Das aus den Gliedern ^ welche nicht / enthalten | gebildete 
Polynom findet sich aber» wenn nutn das HBilkprodiieti des flr dasselbe n 
aber nur f8r die m— 1 Buchstaben n, bf c,.».. e zu bilden ist| zur nten 
Potenz erhebt« 

Die Richtigkeit dieses Satzes erhellet sot Man betrachte irgend ein 
nOlfk« Aggregat fBr die m — 1 Buchstal>en ^> 6^ 0, « • « • e^ z»B« a^-bß-^'C^... 

• • • 4* ^^ I so kommen unter den H8I6* Aggregaten^ welche för a^b^c^.,. 
9f f au bilden sind^ n verechii^ene vor^ die dasselbe Aggregat a^bß+Cy.,. 

• •• + ^r anthalten» Das erste derselben enthitti nttmlich auberdem noch 
4*^1 das zweite noch -f*/i t u« s« w. das letzte noch 4^/,.j . . Wflre nun 
f^sszO^ so wUrde das Produot dieser n verschiedenen HiiMSi » Aggregate sein 

== (e-f*^ + ^y-f-'«*' + ^«)"- 
Da nun dieses von jedem der aus Cf b, Cj .... e zn bildenden Hülfe -Ag« 

gregate gilt^ so mur« offonbar das Hulfsproduct fcir a^ b, .••• e./^ wenn 

man darin f^ setzte in die /ite Potenz des HQlfsproducfs fiir^, b^c,... 

fibergehen« Hieraus ergieht sich nun der obige Satz. 

Mittelst dieses Satzes kann man aus einem bekannten Hülfspro« 

ductei für ein gewisses /i und m^ immer diejenigen Glieder* des Hiilfs« 

productS|. fSr dasselbe n aber ein um 1 griffseres m finden» welche die 

schon in Jenem HUlfsproducte vorhandenen Buchstaben enthalten« Wegen 



246 iT. FHrgiemann, Sbir das Umiion^imö^lm oigAemUeUr ^t^Auf^m. 

der Sjmmcitrie dM turnen HfilCiproditeti für die Bmhetabeii kano man 
aber aodann audi ade diejeuigen seliier Glieder beitiBiaieny welohe auoh 
den nen hioasu gdtammenen Buohetaben^ nieht aber sugleioh alle Sbrfgeo 
enthalten. So haben wir also einen Kunt^grüF, duroh weldien alle Glie» 
der dea neuen Hülffprodoota gefunden werden ^ aufter denen, in welehen 
alle Buchstaben enthalten find. 

Mir widlen nun nneere Methode an meiireren beaondem Beispielen 
Tersucbeiiy nnlehst aber den Fall, wo /ics 2, noch ein wenig betreib 
ten, der sehoo im frohem AufiMrtae behandelt wurdet 

Setaen wir sunSchst m =2| und wollen also dBe Gleiobimg 

yA + ^B SS 
rational maohen, so haben wir das Hol&produot 

(a + *)-(a + *0 =» (« + *)•(«—*) « ««— *% 
nnd also, weil ^ve^A und VasB^ die rationale Gleiohong 

A^B^% 
wie schon in f. 4U engegeben, wurde. 

10- 
Wenden wir dies Besoltat auf das Bationafanaehen der Gletdnuig 

an, so finden whr die rationale Gleiehnng 

(^+;')~(^ + f) •» oder Ojr+O^^y) =s a 
Nun und awtt FSlIe m untersdieiden : 1) Ist /isy, so bleibt »' imbo^ 
stimnit; wirUioh \A aber auch, in diesem Falles die ob^e irrationalo 
Gleiohnng bei jedem Wertbe von 9 richtig, wenn man nur die eine Waiw 
zd positir, die andere nc^atiir nimmt» 2) Ist p nicht «es ^, so wird jpss od» 
Auch dieses aeigt siüdi richtig, wenn man nur IBr die eine Wurael eine 
positive, für die «idere eine negative Zahl nimmt; denn der Wertib von 
Vi^+P) l^^^n ^^^^ ▼<>» dem von /'(jp+^) sehr wenig nntersebeideoi 
wenn x sehr greis genommen wird; fir ar^soo sind diese Wuraeln nie 
gleich anausehen« 

Um das Holisproduct IBr ii«»2 und iti as 3 su erhalten, und da^ 
durch die Gleichung 
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ralioiial 2u Riaolien^ qiiadirireli wir^ dem in }• 8. angeaeigten Vörtheile 
jRi Folge ^ das in §• 0,r entstandene Uuirsprodnot a^^6^^ und erhalten 
a^'^2ä^b^+i\ Wegen der Syitimetrie mub nnn das gesncbte Hnlfs* 
produot nooh die GKeder c^— .2eV~.2iV entbahem Ein Glied mit 
allen drei Buchstaben kann nioht rorkommen, denn dasselbe mSCste Ton 
der 4ten Dimension sein, d&rfte aber nur gerade Potenasen von e, i, e 
enthalten, <än Glied mit 0*6*0* wfirde aber schon vom Oten Grade isitfn« 
Das ganse Holfsproduot ist also 

a*+4* + c*— 2tf«A*— 20V-.24*c% 
und folglich die gesiidite rationale Gleichung 

^+B»-|-CP— 2^Ä— 22rC~2BC SÄ a 

Aus der Gleichimg 

entstehet hiemach die rationale Gleidiung 

— 3x*—2(p+f +'-)^+/^' + ^+r*— 2/if— 2/>r~2fr = a 
'EinBdspid hierzu &idet sich schon in äem früheren Aufsatae (Bd. 8» flL 317.)« 

13. 

Die Gleichimg 

^A-^^B+Z^C^^D SSI 
rational sni ntäohen, müssen wir das in {.IL geftmdene HSIfsproducti 
dem §»8. zu Folge^ zonSchst qqadriren« Hier erscheint der Ausdrud^ 

_4o«A*~4fl*c*— 4a*A*— 4a*c — 46*c*— 4AV 

+4a^ÄV+4a*ÄV+4a*AV. 
Wegen der Sjrmmetrie kommen hierzu die mit ä versehenen Glieder 

_4c«iP_4a*d«-46^d*^4&*ir— 4c*iP— 4c*rf* 

+4a»6*iP+4ö*c*d*+4o*4*iP + 4ö*c*if + 4«*6*rf* + 4cVrf»+4AVrf* 

+46Vd*+4AVd*. 
Jetzt ist nur oocli mn innziges Glied des HSlfiiproducta zu bestimmen^ 
nSmlich eins^ welches alle 4 Buchstaben enthalt , und von der Form 
S«o*6*c^d* ist« SBiu^ Bestimmune des CoefHcienten £ dient die Betrach* 
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tnngf dab das Produot der 6 HSIfii^Aggr^ote^iirelohe aHe ron der Form 
a±6±e±ä sindi Immer dem entwickelten Produete gleich sein nmh^ 
weiche Werthe man auch den 4 Buchstaben a, b, c, d beiiegt* Setaen 
wir nflmlich jeden dieser Buchstaben es l^ so gehen alle Hilfs -- Aggregat^ 
weldie SEwei Olieder mit + und awei mit — enthalten^ in über; da- 
her mufs auch bei dieser Annahme das entwiolielte Hulbproduct =s Q sein« 
Geben wir aber In demjenigen ^ was Tom Hülfsproducte schon entwiclcelt 
ist^ und auch in dem hinzuzufiigenden Gliede E.a^b^c^iP^ jedem Buch» 
Stäben den Werth 1» so erhalten wir, als Wertb des Products, den Aus- 
druck 40-f-£# offenbar mub^also Etsa — 40 sefn, und so sind wir be- 
rechtigt^ au dem schon Enti^kelten noch das Glied '^iOa^A^c^fP hinsu- 
auCugeni um das vollständige HQirsproduct zu haben* 

Schreiben wir nun statt o% ^% c% cP die Werthe ^^ B^ Cy D 
und setten den daraus hervorgehenden Ausdruck =^0^ so haben %rir die 
gewffnschte rationale Gleichung 

^4M»B+^^C+^»D+>dfB»+^C»+^D»+ß»C4-J5*D+BC«+BDa+C«I)+CX>»> 

-i^A (A* BC+A^BD^A* CD+AB^C-^-AB* D+ABC*+ABD^+AC' D 

+ACD^ + B^CD'^'BC^ D+BCD^) 
^AOABCD s Ol 

eine Gleiehung, welche vermittelst eines Summensdchens kOrzer so ausge« 
drfiokt werden kSnntet 

2(4)-4.2(3,1) + 62(2,2)+42(2,l,l)-40S(1, 1,1,1) = 0^ 

14. 
Wenden wir dieses nun auf das Ratfonalmachen der Gleichung 

an^ so werden wir zu einer Gleichung vom vierten Grade, wie zu erwar- 
ten ist, geführt, aber einer solchen, in welcher die CoefRcienton der 4ten, 
3ten und 2ten Potenz von x den Werth haben^ nBmIich zu der Gleichung 

(3) Ojp^ + O'^ + OiP*— S«ir+3 « 0, 
wo die Werthe von 3 ^nd 99 durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 

— 40;iyr.r, 



17- Pprsiemmnn, iiker ^ns Haiion^lm^chen afgehrmUdher GleichuJigtn. 

TemadilfiMigen wir in der Gieichung ^(ß«) die 'Glieder mit x\ x^^ x\ 
weil sie alle zum Coeffide&teB iiabeo^ so haben wir es aur mit einer 
QMkimüg vom ersten Grade su thnn^ «nd finden 

fhitersudit man die Richtigkeit dieses Wei:tlies9 durch Substitution 4^ 
falben iß die .Gleichung (ou), so findet man fqr jede der d^rin entbalte- 
nen vier Wurzdn einea Bruch ^ dessen Nenner ss/'Sil; die Zähler ahev 
rind folgende.: 

bei ,/(ap+/>)... 3/1^— 5>^— /^— ^— 2/>y— 2/>r— 2/>^ + 2yr+2j'tf+2r4r, 
bei ^(x+y)...— />«+3y^— 1^— ^^— :2/»y-f 2/>r + 2/>^ — 2yr— .2ytf-f2w, 
bei ^(a?+r)...— />*— y' + Sr*— .^+2/?^— 2/ir + 2/i^— 2yr— 2y^^2lrtf, 
l>eiV^(ap+tf)...— ;)'~f'— /^ + 3^^-f 2/>^+2/?r— 2/i^ + 2fr— 2^«— 2w, 
w^elche wirklich die Summe gd>en* 

AuJser dem gefundenen endlichen Werthe von x hat aber diese 
IJnbdcannte eigentlich noch düei Werthe^ welche ^ioh ^geben ^ webn wir 
in der Gleichung (ß.)^ nadi der Analogie mit }• 10«^ die Glieder Qiit dem 
Coefficienten iMcht vernachlässigen ; vnd jeder dieser drei Werthe ist 

Qo.r Denp setsepi wir ^.sp-t-^ so entstehet ans der jGrleichuqg (ß.) die 
folgenda 

wonach z au&er dem Werthe ^ auch drd andere Werthe ^ Jeden s=0, 

r 
bat; aus jed^n dieser Werthe entspringt aber ^ =^ op. Wirklich siebet 

man leicht^ wie die irrationale Gleichung (a.) durch die Annahme ^ = op 

gelöset wird^ wenn man nur jswei der darin enthaltenen Quadratwurzeln 

ab positive^ die beiden andern als negative Zahlen betrachtet« DaJb aber 

der Ausdruck oo ein dreifacher Werth von x ist^ erklärt sich aus Fol^ 

gendeni. Bezeiehnet man die unendlich groben ^ dabei aber eniander 

gleich zu achtend^i, positiven Werthe^ welche cKe yier Quadratwurzeln 

in <«•) 

erhalten^ wenn inan j?==(x> setzt, nach der Reibe mit 

I7p, U,, Ur, I/o 
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io fioden folgende drei Gleichungen Statt: 

üp + t;^— C7,-17; = 0, 

üp- 17^+17,-17. = 0, 

I7p— 17^— U;+U; t=: 0. 
Mehr als diese drei unter (cl) begrifiPenen, unter einander abfi> weaelilli<4l 
verschiedenen Gleichungen können aber durch die Annahme x=soo nicht 
Statt finden, und jeder diescir drei Gleichungen entspricht einer der drei un-^ 
endlich groben Werthe von x. 

Setzen nfir, um auch ein Paar Beispiele in bestimmten Zkhhn'üt 



io findet sich der endliche Werth 

r = ^ — ^^ 
sodann 



'^ ~ 91 ~ 120^ 



7 13 17 23 • 

/■(^+/>)=vT20^ /■(jp+y)=y»j2ö* V^(^+^^=7l2ö» ^^^+^)=vTSi^ 



und es ist nfirklich 



7 13 17 »23 ^ ^ 



VT20 7T2Ü VT25~yl20 

Nehmen wir aber 

p — ly y = 2, r = 3, ^ = 4, 
so erbalten wir 91 =>& 0, aber k^neswegs 3=^ 0, und daher nt nach der^ 
jenige Werth von ar> der im Allgemeinen ein endlicher ist, in diesem Fail^ 
unendlich grols, so dals erhellet: die Gleichung' 

/(jr+t)+|r(ir+2) + >r(ar+3)44^(ar+4) = .. 
sei. nicht durch, einen endlichen yTerth von x auflösbar». 

15. i 

Auidelt ea sich darum, die Gteichung 

tartional zu maohen^ so wird das aus a^ b^ Cf d^ e z\m bildende Hilftpm^ 
4a«t ein Au8iiri0)k Tom IGten^ die rationale Gleichung zwiseheD ^ B, C^ 
Di E aber vom 8(tw Grade aein. Bei 9 Qaadratwursebat ia der rational; 
zu machenden Gleichung wurde das Hülfiiproduct vom 32steU) die ratio» 
nale Gleichung zwischen j1^ By Cj D, E, F aber vom 16ten Grade sein. 

Die wirkliche Berechnung dieser Gleichungen wiirdoi ohne weitwe 
Hnifsmittel als die bisher benutzten, eine überaus beschwerliche 










»«» » P*®"«» *, I.-,. ' "+"' «+/ 

•^ ^^ ^•*>*'- tr;^ f"^' '^J.T 

f33»j 
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Mehr alli ^ese 10 wesentlich venohiedenen GleichuogeD^ welobe sich im« 
tar der Atmahme jr=0 ah richtig ergeben^ können aber auf diese Weise 
aus der zu Grunde Kegenden irrationalen Glefchung nicht hergeleitet wer» 
deor Es nt also zu ve^mutben^ dab in der rationalen Gleichung^ weldie 
•OS ^er irrationaten 

entspringt^ die Werthe der CoefiGoienten der 10 ersten Glieder^ nämlich 
der mit x^^^ x^^^ •• •• a^^ sich auf redueiren werden ^ und dais diesdbe 
nur zu 6 endlichen Werthea von x fahren wird* 

16. 

Es sei nun die Gleichung 

rational zu'mfichen. Da» HiUfsproduct wird hier aus den 9 Ausdrucken . 

ö + Ä + ^i ö + Äi+c^ »+*a + ^* 
a + Ä + rjt ö-{rÄi + Ca ö+*2 + ^x 
m bilden sein, wenn man setzt: 

Zu seiner bequemeren Berechnung benutzen wir die Bemerkung von 
$.8» Da nach $.4» aua den drei Binomien o + i^ o + ^i» o + ^i ^, 
HBlfbproduct o' 4" ^^ entsteht^ so erheben wir diesen Ausdruck zum Cubus^ 
und haben auf diese Weise 

Hiernach ist zu schUeften, das HBIfsproduct müssd sein; 



j3t&4 ^7« Fonitmaan^ über Jas 'Ralionulmathen at^ebraischer Cteiehufigtn* 

17. 

loteressant ist noch die Betrachtung des besonderen FaHeSi wo die 
Gleichung («.) V(^-f.;,)+V(x + y) + V(* + = 
rationaV zu machen ist. Man erhält hier als Resultat eine onbtsehe GM- 
chung in welcher die Coefißcienten von jcr' und ^ beide dei| Werth haben, 
«cteUob die Gleidiung 

Diese Gleichung wird zunächst geloset , wenn wir für x den dvrcb die 
Gleichung ^ iv^q+rY—'^^pqr 

k>estimmten endlidien Werth annehmen. Bei der Prüfung desselben findet 
man^ffir jede der Wurzln ^/"(x-f-zO, ^i^(^ + y)> ^/^(^f+r) einen Bruch^ 
dessen Nenner die Cnbikwurzel des Nennprs des so eben als Wefth Tüft 
X aufgestellten Bruches ist, während die Zähler sind: 

bei ^/"(ar 4" />)-•••= +2/> — y — >, 
bei *i^(^4-y) . . . . Ä= — /> +2f — r, 
bei ^/"(x + r).^.. .5= — /> — 7 + 2r; 
woraus man die Richtigkeit der Auflosung erkennt. 

AuCser dem angegebenen endlichen Werthe fuhrt aber cfie Glei^- 
chung (i3.) endi 2u dem doppelten Werthe ;r =s oc. Wie dieser Dc^peU 
^erth der irrationalen Gleichung^ (a) ^nngen köniie^ erklärt sich aas Fol« 
gendem. Man bezeichne die unendlkh greisen, unter einander aiagleieh 
anzusehenden positiven Werthe^ wejpbe aus den drei Wurzeln 

V{T + p), YOv + y), V(^ + r) 
unter der Annabme ^ = oo enf stehen, nach der Reihe uut 

Up. U,, Ur, 

80 hat ^^(x-^f) auch die beiden imaginären Werthe 

U,.{-i f iira.O nnd !/,.(— i-J/-3.i-), 

und eben so ^^(^x^r) die imagii^Sren Werthe 

I/r.(-i + i/3.i) mid Z7..<~J-i/3.0, 

nnd man erkennt feigende zwei Gleichungen |ds richtig: 

Mehr als diese zwei unter einander wesentlich verschiedenen Gleichungeo^ 
die durch die Annahme jr ss qo entstehen, können aber aus der irrationi^ 
len Gleichung (a) nicht hergeleitet werden, wodiirc|i sich der zweifache 
Werth xss oo rechtfertigt. 




17. Foratemanfif übtr das Raiionalmaehen algebraischer Glekifnmgen. ^i 

1«. 

Um die GleicliuDg 
rational zu machen, mufii ^9 HaUiiprodtiot aus den \^ Aggi^goti^D 

fl + 6-f^ Ä-f-^l+^ • fl + Äj + C 0+^3 + ^ 

Ö + Ä + Tg Ä+Äi+^l « + Ä2 + ^J flf + *3 + ^l 

O + Ä+Ca + Ax + C3 ff + *2+^3 ö + ^a + ^x 

gebildet werden, in welchen 

Nach $. 4. ist das aus diBn 4 Binomien o-^b, a + ^i > '^ 4* ^2 » <> -f* ^> ent- 
stehende Hülfsproduct =:a*'—6*, ErhebeD wir dasselbe zur 4ten Potenz, 
fugen dann diejenigen Glieder hinzu, welche den darin enthaltenen analog 
sind und c jn sich haben ^ so wie zuletzt noch die äulserdem einzig und 
allein noch möglichen Glieder von der Form a^b*c*, mit einem unbestimnk* 
ten Coefficienten , so erbalten wir ab HSlis^roduct den Awrdhick 

+£ . (0» 6* c» -f- a* Ä« c* + V Ä* c"). 

Den Coef fielen ten E zu bestimmen, setzen wir o = i:=c=l. Hier fin- 
den wir för die 16 Hülfs -Aggregate die Werthe 

* .2+» 1 2— i 

2+/ 1+2/ j 1 

1 ^^:■ > : ^l ■ — I 

2—/ 1 — i 1—2*. 

DasProduct hieraus ist = — 375. FSr das oben entwiefcelte Product be- 
kommt man aber, bei dereelben Annahme, den Werth — 34-3£. Bfan 
hat also 3E— 3s->37& mid daher £=r— 124. Hieraus ergiebt sieb 
endlich die rationale Gleich ung 

+ 6 (^fl'+ -.rf» C» -f- B« CT^ 

— 124 (^SC + Jß*C + JBC*) 3= 0. 



Wenden ^r dies zum Rationalmaohen der Gl^diinig 

V(ar+/»)+?/-(«+y)+V(«+r) = 

m, so erhalten wir die Gleichung des vierten Grades 

ivorin 
gR = 375, 

ü = 4( A»'+y'+r') + 124(/,» (7+,r) + 9\p.+r) + /^(/J+f )) +498/if r, 
Pas Zahlenbeispiel 

VC*+80)+y(*+i5)-j-y* ?= 

ffihrt zu der Gleichung 

3«* + 380J?' + 12842«»+ 129580»— 14;?805 «^ 

(ä— 1).(3«' + 383ä»+ 132?5;r+ 142805) = OC 
INese Gleichung giebt für af erstens die zwei reellen Werthe 1 and 
.—80,000524. Die Richtigkeit des Werthes 1 erkennt in«n leicht. Aus 
den andern Werthe entstehet aber 

V(*+8O) = ±O,1513.a/"2 + iv^20 oder =;t0,1513.d/^— i,r20, 
Y(*+ )[ 5) = ± 2,8394 . (i 1^2 + i /2 oder = ± 2,8394 . (i /'2 — i ,^2 *% 

iT* , =±2,99a7.(i»r2 + i/?i)oder= + 2,9907.a^2-^i/^0, 
und man sidiet, wie auch aus diesen Wurzefai da» Summe entstehet.. 

Dann giebt zweitens die obige jGHeiohung no<i|i for jp die beideui 

imaeinSroi Werthe 

—23,83307 + 5,19631/. 

Madit man mit diesen die Probe, so findet man 

(V(a?+80)), = +?,73979±0,0632p/, 

(V(*+ßO))a s= —0,06320 ±2,73979/, 

(VC*+80)), == -^2,73979+0,06320/, 

(V(* + 80))« = +0,06320+2,73979/, 

Dann (V(jp+ 15)X = + 1,42170± 1,08631 /, 

(V(«+15)), s= —1,08631 ±1,42170/, 
( V(* + 1 5)), = -r 1,42 170 + 1,0863 i /, 
(V(a?+15))4 « +0,08631 TM2I70/, 



EDdliob (4^^)^ ^ +1,65348± 1,48489/, 

(^/^xlk == —1,48489 ±1,65348/, 
(•/•j?), « -^1,65348^1,48489/, 
{yx\ = +l»48489y 1,65348/. 

Hieram erkennt man nun die Richtigkeit foigender 6leiohun|ent 

(V(^ + 8(^), + (V(a:+15))a + (V^)^ = 0, 
(Y(ar + 80)),+(V(ar+l5)>, + (V^)4 ^ 0, 
<V(* + 80)), + (V(^+15))4 + (V^)i = 0, 
(V(^ + 80)),+ (V(^+15))i+C/^)a = 0, 



Die in den %%. 10», 14« f 15# und 17« betrachteten F811e, wo un- 
ter der Annahme ^s=:^-^/9, Bssar-f.^, Ci^^-f-r u«s«w« Cileiohungen 
herroffgingen, die mit Gliedern, deren Coeffidenten as Ö waren, begannen, 
lind die ^^dier Auflpaungen durch die Annahme ^ as 09 ^ euliefinen , stellen 
pur besondre Ffille eines allgemeinen Satzes dar, nach welchem, unter der 
Annahme A^ssi^^p u«8»w. ein solches Resultat jedesmal eintritt, sobald 
die Werthe von n und m njcht relative Primsal^en sind« 

Als Beispiele hiefiir kSnnen noch die Güieiohungen dienen: 
V(^+/^) + V(^ + f) = (wo/i«^4, ?ii«2), 
V(^+/>)+V(ar+f) = (wo/ic^6, m=:2>, 
V(^+/')+V(^+f) + V(* + r) = (wo « = 6, i?i = 3). 
In diesem letzten Beispiele erhellet die Richt^keit des SatMs daraus, diG; 

das Biilfs* Aggregat 

o + A,4-C4, 
worin 

^i = A.(~i + i/3-/), C4 = c,(-f-^/3.i) 

SU setzen ist, den Werth erhiilt, sobald man a^s=ibs^c^\ phnnit; 

womit auch die Eigenschaft der Gleichung 

V(*+/»)+V(*+y)+'ir(^+r) «0 

msammenhängt , durch die Annahme j^ssoo gelöset zii werden, sobald 
man, unter U den reellen positiven Werth gedacht, den jede jeiier drei 
Wurzeln des Oten Grades unter der Annahme ^^sios erhSlt, 
dem Glieda V(^-f f') den Werth {/, 
dem Gliede V(^ + i) den Werth l^. (— f + i /3 . /), 
dem GQiede V(^+r) den Werth i'^tC— i — i/'S-O 
bdlegt« 
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21. 

Bisher wurde nur das Rationalmaoheo derjenigen Gleichungen be- 
trachtet , in denen alle Wurzeln van demselben Grade sind« Wenn aber 
die Gleichungen Wurzeln verschiedener Exponenten enthalten^ so kann 
man diese Wurzeln so verwandeln, dafs sie alle das gelneinschaftliche kleinste 
Yieifache dieser Exponenten zum Exponenten erbalten ^ und nun die frti« 
bere Methode anwenden» 

Wir wollen nur den Fall betrachten, wo die Gleichung 

'^fA^^^B = 
rational gemacht werden soU^ in welcher m und n relative Primzahlen 
bedeuten sollen» Diese gehet über in 

'^^^« + "•"/"/?« SS 0, 

und hieraus entstehet (vergL %. 4.) die rationale Gleichung 

v^r + B« =r 0, 
wo + oder — gilt^ je nachdem mn uugerade oder gerade ist. Dasselbe 
Resultat findet man auch beim gewöhnlichen Verfahren. Man wird zu 
demselben aber auch durch Bildung eines HSlfsproducts aus den m n Binomien 

a^b ^1 + * u,s. w. bis ff^«i4-* 



• ••• •••• 



gefiihrti wenn man hier setzt: 

ö» = «.lcos-~- + sm ,/), bt a= i.Ccos 1- sm .i). 

Dieses Prodnct ist nämlich = c"*" + A'^", wo 4* wnd — wie oben von der 
Zahl mn abhängig ist. Setzt man nun a'^zs^, b'^^ss^B^ so bekommt 
man die rationale Gleichung J^±B'^=^0. 

Übrigens iSfal sich dem obigen yerfahren auch der (zum Theil 
schon in $• 5. betrachtete) Fall unterordnen^ wo in der rational zu machen« 
den Gleichung ein Glied ohne Wurzelzeichen^ etwa 91 , vorkommt; denn 
soll z« B. die Gleichung 

wo m und n relative Primzahlen sind, rational gemacht werden, so kann 
man statt derselben die Form 

behendein. 



17. Forstemanrt, über das Ratiormtmachen atgti rti$ohtr Cieiehumgen. J59 

Die bbher zu sehr vernMbllÜBfgto Theorie des Rational machens 
algt^braischer GieiohuDgen» deren Grundsage ich hier zu geben versuchte, 
erlaubt ohne Zweifel noeh wdter und tie&r greifende Untersuchungen^ 
und ich ivörde mich s^r freuen , wenn ich durch Vorliegendes Veran- 
Isssung £u solchen Uotersnchungmi von Sehen Andrer gegeben hätte. 
Ich erlaube mir aber hier noch einige Nebenbetrachtungen. 

I, 9fit der hier gegebenen Theorie hängt eine andere ^ betreffend 
die Umwandlung von Brocheni deren Nenner Polynomien aus Wurzelaus- 
drucken sind 9 in solche, deren Nenner rational sind. Innig auisammen. 
Dies xeige nur folgendes Beispiel« Um den Bruch 

zu verwandeln, hat man denselben im Zahler und im Nenner mit einem 
H&lfsausdrncke sni multipliciren , der das Product der Ausdrucke 

V^ + VB(-l + f/3.0 und V-< + VB.(-i-i/-3./) 
ist. Man erbfilt dadurch , , 

n. Die vorliegende Theorie kann auch dienen» Gleichungen abzu- 
leiten, welche den Zusanmienhang zwischen den Sinus einer Anzahl von 
Winkeln ausdrücken, deren Summe ein VfeUaches von 180^ Ist. 

Es seien z.B. drei Winkel a, ß, 7, der Bedingung unterworfen, daJs 

a+ß + 7 = ^-ISO^, 
wo k irgend eine ganze SEahl ist, so hat man 

sina == ±sin(ß + y)f 
wo das Vorzeichen von der Natur der Zahl k abhKngt. Diese Gleichung giebt 

sina±sinß./(l— sinv')±wn7./"(l^iinß*) = 0, 
welche rational wird, wenn man in der Gleichung von $.11., nämlich 

Mtzt: . 

A sss sma, 

B =r sinß\(l-siny'), 

C = siny\(l~ainf3»). 

Es gebet aber hierdurch die rationale Endgleichung hervor: 

sin^* + 8inB* + 8inC* v 

— 2sin^sinB*— Ssin^sinCT» — 28inB*sinC= V = 0, 

+ 4sin^*sinjB*8inC ) 

34 * 



200 17« Förttemann^ über das ^atiomnlmochen Q^ebraiteksr Gieick M m ^ &mm 

oder aiioh 

Diese letale Gleichung erhalt man auch aus der belLamiteB 
welche den Inhalt diies Draeeks aus seinen drei Seiten aosdrSeiiEty 
man unter ^^ B, C die Winkel des Dreiecks versteht^ vnä & 
gen benutat 

ü tsm Dmjt, i ci DmB, c = DsinC, IDF ol ahc^ 
wo o» ^9 c die Seiten des Dreiedu, D dai Dorohmesser des 
nan Kreises» F den Inhalt besdchnet, 

in. In den obigen Untersuchungen ist ein Satz angewandt 
den 9 der allgemein so ansgesprochen werden kann: eine Gleiohnns 
Uten Grades 

worin alle Coefficienten der k höchsten Glieder^ namlieh alle von C^ 
r^H.i9 den Werth haben, Übt eine AuflSsong durch die iboho Wi 
ael jr =5 oo xuy und bat aulaadem noch n — k endliche Wettfie» An 
im %. 14« betrachteten Beispiele sieht man, wie dieser Sets dorch dfe 

Substitution 4rs= — bewiesen werden kaiuu Blan kSnnle dier denaeften 

leicht fiir wenig erheblicfa halten, so dals folgende Betrachtuog cnsea Fal- 
les, worin dieser Sete sich zu einer einfiM^hen Ableitung benirfnn JSSäf 
nicht ohne Interesse sein dikrfte» 

Eme Hyperbel sei fiir FaraüeU Coordinaten (recfatwinUge edcr 
schiefwinklite) durch die GMcfanng gegeben: 

eine gerade Linie aber, auf diaaelben Coordihaienaxen bengen» dnrsh 
di# Glaichong 

so werden die Abecassen der Schnittpnnote beider Linien dnrah dte 
dUNig be sti n a nt: 

Wird nun angenooinien 

lind Mlf'-N s 0^ wonaeh k ss ± y-^, 

M> hat OMD ene qnadntiMlie GlaehuDg tob der Form 
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0*»+Ojp + ^ = 0, 

auB welcher fSr die Abscusen der bdden Sohnit^uncte sieh unendlioh 
grabe Werthe finden» Dies fShrt offenbar zu den Aairmptoten der 
Hyperbel« Die Gleiofaimgen der Asjrmptoteii sind daher 

Eine Ausnahme bildet nur der Fall, wo^tssO; hier geht die quadratische 

Gleichung über in 

Oj?» + Ox + csl 0; 

sie lälst also x ganz nnbestimmt» Hier ist aber die Hyperbel ein System 

zweier geraden Linien geworden^ und f8Ut ndt ihren Asymptoten zu- 

sanunen» 

Man vergleiche auch in HInsidht des oben angqgd>enen Satzes die 

Au&fltze im dritten Bande dieses Jonrnals^ S«347— S53| irod zwar he* 

sonders S. 352» 

Im November 1832^ 
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Summenrechnniig der durch einfache Functionen 

erzeugten Reihen. 

(Von dMB Haan Prof. OtttbigtF xa MaU*ib«rg.) 

(Foftoetaans >on N«, 6. und 14. Band XI., No. 24. Band XIL, md Np. 22., 33. iiad 94. Bnd XIIL) 



ijie bisherigen Uotersuehungen über Aublufuogeii und Unterschiede ein« 
facher und suiammeDgesetzter Functionen sind ab Yorbereituagen tur 
Aufsuchung weiterer Resultate zu betrachten und erhalten daher ihre 
ureitere Bedeutung in der Eigenschaft: Anwendungen aus sich dehen lu 
lassen, die wir auf anderem Wege des Caiculs entweder gar nicht oder 
nicht so zweckmSfsig gewinnen können« Besonders zweckmülSug lasaen 
sie sich zur Summirung solcher Reihen gebrauchen^ die durch Functionen^ 
deren Aufstufungen und Unterschiede leicht gebildet werden können^ erw 
zeugt werden. 

Wir versuchen es nun, die Summen der durch die AnalTsis be- 
kannten Funciiooen nach den bisherigen Vorbereitungen aufsusuehen, und 
sie in einem Zusammenhango darzustellen^ und wiinschen, dab diese Ar^ 
beit als ein Versuch, diesen Zweig der Wissenscbaft zu bearbeiten b^ 
trachtet und günstig aufgenommen werden mttge« 

Wir beschäftigen uns zu dem Ende zuerst mit der Summirung 
der durch einfache Functionen erzeugten Reihen; daua mit der Summir 
rung derer, die durch zusammengesetzte erzeugt werden« 

Bei allen Sumroenreihen lassen sich leicht zwei Falle unterscheiden« 
Es sind nämlich die Glieder der Reihen mit einerlei (positiven), oder 
abwechselnden (positiven oder negativen) Zeichen verseben. Beide 
Arten sollen im Folgenden betrachtet werden. Zu der Darstellung der 
Summen der durch einfachen Functionen erzeugten Reihen wenden wir 
uns zuerst. 
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«. 73. 
Die Gleichungen, die wir in {• 4. bei der Darstellung der negativen 
Aufghifungen aus (^+1) Crliedem der Grundreihe, und §• 25. iur die der 
n^ativen Unterschiede aus gleicher Glieder- Anzahl gefunden haben, sind, 
wie man sich leicht überzeugt, von der Beschaffenheit, daCs sie Summen« 
reihen bilden, die durch eingehe Functionen erzeugt werden, nach 
etnem bestimmten Gesetze follen oder steigen, und zwar so, daCi die 
negativen Aufstufungen Siimmenrelhen mit abwechselnden Zeichen, die 
negativen Unterschiede Summenrethen mit einerlei Zeichen bilden« Die 
Richtigkeit dieser Behauptung verdeutlicht sich sehr dadurch, dals wir die 
erste negative Aufstufung und den ersten negativen Unterschied ^ wie sie 
aus (/i + O^"®^^" ^^^ Grundreihe gebildet werden, in folgender Anord« 
nung betra/ohtcn. Die Gleichung (18.) jt;iebt folgende Darstellung: 

die Gleichung (123.) folgende: 

Die Ausdriicke auf der linken Seite in den beiden Gleichungen erschei- 
nen als Glieder einer Summenreihe, die einem bestimmten Gesetze unter- 
liegen. Die auf der rechten Seite sind die Summen • Ausdriicke^ die ihnen 
zugehdren. Nimmt man nun fdr X irgend eme Function an| so wird 
man nach Maafsgabe der vorstehenden Gleichungen die veränderliche 
Gröfse in ihr abnehmen lassen und von der Function X^ und JIC^^ die 
ersten negativen Aufstufungen , oder die ersten negativen Unterschiede su- 
chen und sie nach der Vorschrift der Zeichen verbinden mibsen^ um die 
Summen - Ausdriicke der Reihen, die mit abwechselnden oder mit einer- 
lei Zeichen verbunden sind, darstellen zu können. 

Nach diesen Bemerkungen filllt also die Zusammenreohnung der 
Functionen mit der Darstellung der negativen Aufstufungen und der nega« 
tiven Unterschiede zusammen; denn letztere bedingen die Summen* Aus* 
drSoke summir barer Reihen. 

Wir beschränken uns aber nicht auf die zwei vorliegenden speciel- 
len Fälle, sondern gehen von den allgemeinern Gleichungen (25.) und 
(125.) aus, und beginnen mit den negativen Unterschieden, weil diese auf 
die Summirung solchw Reihen führen, deren Glieder mit einerlei Zeichen 
verbunden sind. Aus (126.) entnehmen wir: 



2A4 ^ 0«itin$tri SHmwtmrtehnmg dtr dareh tinfitek» Piuictipntt »mtmgUn Rmhm, 



• • • • 



• f •• — ?^^A"^ X^^i^a— A*''X]^,i^j 

aus (25*) Polgendw; 

Man erkennt leidit die Überaimtimmong und Yenohiedenheit in den 
Orundragen der BildiiogiweiM der vorliegenden Gletohungen. Yoraahlen 
nnd Steliemahlen mm\ vonkommen dieselben; Zeichen und GeaohSfite^ die 
mit den Funetionen vorgenommen werden sollen^^ sind verscfaiedeiu 

Von den Gliedern der Summenreihe Üfingt die Gestalt der summir- 
haren Reihe ab« Nur diejfenigen Reiheui yreld^e dem angegebenen Grund- 
getetae unterliegen , sind nach diesen Gleichungen summirbar« Dies ist 
schon IBngst als Kennaeidien summirbarer Rohen anerkannt« 

Die Reihen dnd aber in der vorliegenden Vmm nicht brau<)hbar^ 
Um sie hrauchbsr au naehenji erhöben wir die Stellenzahlen aller Glieder 
dieser Gleichungen um n-j-r, und erhalten aus (345.) 

o*7« -*H + |VJ-i|iA,^^i + prrrn *'^« + + ' .i^li -*o 

Bei der Gleichung (346,) ist jedoch au berScksichtigen , dafs sich 
die Ferro des Sumn^en f Ausdruckes Bndert, je nachdem n eine gerade oder 
ungerade SEahl ist. Ist n eine gerade Zabl, so ist (t— / ss 4* und es er<^ 
scheinen allp Glieder im Summen * Ausdrucke mit dem positiven Zeichen. 
Ist jn eina ungerade Zahl, so wird ( — )*S5 — , und es erscheinen alle in 
Klaromoro eingeschlosvenen Glieder des Summen-Ausdrnckes negativ« Hier- 
nach erhfiUan wir awei verschiedene Darstellungen. Pur ein gerades n» 
oder eine ungerade Oliederanasahl : 
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und fSr ^n ungerades n oder eine gerade GUedev-Antdilc 

340. A, — p=rTl-**-»+ jptTi-*"-» + •••••• "^j?:3Tr--*» 

Zvr bequemeren Benotensg dieser äl^emeiMii GteisIrangeB gelMa wir Mer 
eine Zusammenstellung einiger ans Ihnett entnommenen ^pe€idleo FfiQe. 
Aus (347.) wird, wenn statt r pdlfnÜBg die Werthe }, 3, 3, ... . eingefiilirt 
werdion und ndt don n^desten Gliede JKq der Smnmenreilie fc^onnen wirdt 

x.+x,+x.+Jfi+ +*- « Ä-«x,^,-A-«ar., 



850.. 



j2|JCm4+X 



851. 



'^ *^-' — 1.2.3 A'-*»-^ — i.2 ^ Ai-^-j-A-^jr^—^Hj:, 

V tt« i« w» 

(348.) erbahen wir Mgende mie fb «In gerades nt 

* 1.2 -^ — iX^-^'^ i.i *•"" —ji *-»+•*:. 



(»4.tXi»^-2K»-l'3) ^ ii(<t4-l)(if|.2) ^ j. iaiiMs+i) V *A2 




\ U# fit W« 



352. 




Otn ms der aUgeiiKntMm CrieiobuBg (349.) fihnlioh« R«Umu af&mlm« 
ten, die mit dem miadesteo Glied« Jtg, als einem positiren, und trat X^ 
als h6di8ten enden» müssen die Zeioben der Jansen Gleichung fn die «ife- 
gcKengesetzten TeriraadeU iferden. Dadnroh «atsteben folgende Entwiok- 
ittngen flir ein ungerades n: 

^ IIa 8« Wa 

Die hier gegebenen ZusammeiifttrilaDgeii seigeo^ dafs die auf sie 
gegrandete Siimmirungsmethode ebbäogt von der Bestimmung der nega« 
tiven Unterschiede und Au&tufungeo der Funotionen« Wie diese aufge* 
funden werden könoen, haben wir gezeigt« Die xu suehenden Summen- 
ausdrSeke werden sich immer bestimmen lassen, wenn sich die negativen 
Unterschiede und Aufstufungen bilden hissen« 

Zugleich geht aus der gefundenen Darstellung hervor, da& die auf 
sie gegrSodete Summirungsmethode allgemelii ist , und von allen Functio« 
neu ohne Unterschied gilt« Daher lassen sich durch sie , wie wir sieben 
werden, auch alle Functionen summiren, wenn auch nicht alle h{s |etxt 
sununirt wurden« 

Die Grundreihe, die allen diesen Entwickelungen zu Grunde Keg^ i$t t 

Sie Ifilst sich auch, wennXses/ap und a^ die Zunahme ist, so darsteilen: 

fx, /(jp + ^*)> /(^ + ^^*)> • • • • f(x + nAx). 
Nach diesen Bemerkungen gehen wir nun zu der DarsteUong der 
etonelnen Summenreihen mit ihren Summen -Ausdrucken über, und be- 
trachten zuerst die mit gleichen, dann die mit ahwM^bselndeo Zcldben 
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SiinuiieureQien nud Summen «Ausdrücke der Potenzial 

ffwctioBeii. 

SDomilnim iw P^mstiivvibm, deitii Olitdtr nk posWrM Z^idbM TtTbimtoi atad« 

Cm die Smnoie der PotenseoreSbe, deren Crlieder nft einerlei Zei- 
dien verbunden imd^ m gewinnen^ !%«> wff die erste Rollte (350») 

m Gnmde^ und setMn in ihr X^^esafp denn ^»rfrd^ Xi ae (^r 4* a^/, 

eus enteieliC') doroh EinfBhmnf dkeer Wertbei 

;if +(rr+Aafy +(x +2a jr)^4»...,-f {s+näsif «* a-^(«+(ii+1>^)P— A-*Äf, 
die Bettimmmig dee Smnven^AusdruckB bfngt Ton der Derstelinng der 
beiden negati^^n Untersdiiede von i^ + (n^t)Axy und ^ ab« Diese 
gewinnen sieh leicht; wenn in der Gleichung (102«) x+(n-^i)Ax statt 
imd JT statt y gesetst wird« Hieraus folgt unmittelbar: 

Jc^+(x+ä»f^{x+2Axf + .,..+(x+nAxf 

Wir iMiMrkeD, dals in dieser GleicbuDg das hSeliste Glied der SuuimeB- 
reihe (ae + nAxf mit dem Ausdrucke (pr-f-(A+l)A<r)^» im Summen- 
AnsdmolLe, der Form nach niobt harmonirt. ZShlen wir Aeses Glied auf 
beiden Sdten va, sdieidfo- dann die in b«den ReOien gem«naobaiUiofaeB 
Favtoven aus, so gewinnao wir folgende Darstellung 

353. *»' + (*+A«)P+(jr + 2Aary + ....+(ir+(/i+l)4*y 






35 



2tf8 iS* 0*tii$tgtr, Summtiirtehnwg dtr Aarilh tb^fmck* FtpuHomm *r*nigl»h MtUum, 

Die Riobtigkeit dteMr Gleichung \A»ä nidit waSgAchenf wenn Ar-1 ttatt 
» gesetzt wird, ffierdorch wird aber eine bequemere Oarstdinng gefiili* 
de»! und et irt 

354. *^+(aP+Aary+(«+2Aapy+....+(af+/iAjr)P 



JDiefe Rtfhe ist allgemirfn^ and gilt ffir jadeii Werth von » itod ajt^ die 
dberbaiipt keiner weitem Besohrfinkimg io ihrer Aunahme unterliegeo« 
Wir meolien von ihr eine Anwendung» und setaen xasO und A«sasl, 
dadureh entrteht der Summen* Amdrodi fSr <fie Potensenreibe der natSv- 
Heben Zahlena 

355. 1? + 2^ + 3^+41» +....+ nP «-4:j[äH-*_o»»+»j 



Die AusdrSeke V^f (f, Ot^» •••• sio^ dam «sten AmebeJM naoh ubeiw 
flüssige Sie sind es aber niebt^ weon maa berüeksiebtigti dab in dem 
Falle^ mrp p—j io dem Ausdniok 0^ in MuU übergeht^ dieses Glied 
einen bestimmten Werth bekfimmt« Der alsdann isti 

B en n tB e n wir diese Bemerkungen, so iriehen wir hieraoi folgende Reihen 
nebst ihren Summen« Aoodr&cken: 
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350» 



1 +2 +3 +4 +....+« » y +-5-, 
l.+2»+3'-f 4'+....+/!' « ^+^+^, 



l»4.2»+3»+4«4-..-+«' «^+i-+iy~^, 

Eine «ädere Dantellang gewhmea wir aa» (354.), wenn x ss 1 geMist 
uHrd. Sie ist: 

355. (t+A*y + (l + 2A4P)^ + (l+3A»)'+....4.(l+«A«)P 



30 4.1.2.3 IV.*T««*;" *J 



Seteen wir hierin Aarss 2, eo mitstelieD ^e Poteiumireiheu der uagere- 
deo 2Sahleoreilieii, odnt ihren Summen- AiisdrSoI(en, und et ist: 

14^ J^ 4.7 +...^2ii+l » ^^*^* -f. 



858. 



2ji+t , l 

2 ■*"T' 



Wird A«as3 gesetzt^ so gewinnt man folgende Summenreiiien 



n. t. w« 

mit ihren Summen -AusdrBdLen: 

1-|.4 +7 +10 +»...+ 3«+l 



(3iH-i)' 
6 



3ii-fl 



+i. 



2 ' 3 

^ ^i+4«+r+ia»+.. ..+(3«+i)' - 2=+iü + ^niiil + 3f^ . |, 



Ut 9» W< 



270 iff O^itl ngtr^ Swfmmrithminf der durch eiqfache Pm^Uomm ente^tglm Rrilm« 

i. TS. 

Soniinining der Pot«D£eor«Ui«o« dem» Glkdtr mil abw^ekMlndftn Ziildi#ft 

TarboodMi stud. 

Um die Summen * AuBdrocke ISr Poteosetireibfln^ deren Glieder 
mit abwedttelnden Zeidben Tenehen aind, m erbatten, witmeheideo wir 
Ewisdien eioer migeraden und geraden Glieder «Anzahl» 

Pur £e R^e eraterer Art gilt aus (352.): 

Xq — JL| + Xj . , • . 4" -Xi, a» ^ JC»fi + V *^f 

IBr die Reihe der nreiten Art gilt am (353») < 
Wird hierin JE^^ssd?^ getetz^ ao ergiebt sieh hieraus: 

und 

;rP— (a?+Aa?y+(a?+2Aa?)^— ,...— (a?+nA;r)P = — ^"•(ar+('H-l)^«)^4^"V. 

Die negativen Aufstufongen f3r (^+(^+1)^^)^ ^nid oc^ erhalten wir nus 
der Gleichung (84.) f §• 13« , wenn dort 7s=:(jp4-(^+1)^^) ^^^ f^^ 
gesetzt wird« Hieraus ergiebt sieh fnr eine Sumroenreihe mit ungerader 
Glieder- Anzahl r 

SOO» Ä^— (j?+Aiat)^+(jr+2Aa?y— ••.. + (a?+/iAfl?)^ 
— •5-/'(* + (i+l)Aa?)'^*Ad?— -|-a:^*Aar 

• • • •••*•♦♦•»••• f 

f&t eina Sumineiircihe iron gerader Glieder -Aneabl aber folgende i 
361. a;^— (*+Aflr)P+(* + 2Ajry (x + nAotf 

= — l(a?+(a+l)A*y+ y«' 

Auch hier stimmt das letzte GKed der Summenreihe der Form nach niobt 
mit den Gliedern der ersten Scheiteireihe im Summen «Ausdrucke uberein« 



SnUen wir 9 «in Üb«dkiitbumiiiig herbei sii IKhraiv, in der Gleichung 
0BO.) (9^in + tyj^9^ eh, in der Gleichung (361.) aber su; beriicfc« 
flfcditigeni dab dann die Zahl der Glieder sich um efais vergrSfiiert^ also 
die gende Aniahl in die oifgerade und uing<dLehrt Sbergeht, soheiden die 
goneuBadbaftliehen Faetoren aus^ leteen n — 1 statt n: so erludten wir 
folgende Summen« Ausdrucke für Fotenxenreihen » deren Glieder mit ab- 
wechselnden Zdchen verbunden sind^ und swar fSr eine gerade Glieder« 
AnzaUi aus (360.): 



und tSr eine Rdhe ron ongenider Gtteder-Ansahl» «äs (361«) t 
303. ä'— (*+A*>*4-(*4.2A<r)P-..,..+(ap+ÄA»)'' 



$. 76. 

Die beiden gefiindeneo Gleichungen haben IBr die Anwendung eine 
sehr sweckmfilsige Gestall. Die Grfilien x und a x sind unabhängig von 
einander. Machen wir Torent eine Anwendung auf die Potenzenreihen 
der natSrlichen ZaUen» so haben wir jr ss und &xsst zu setzen. Da* 
dnreb verschwindet aber das erste Glied in den vorliegeuden Rahen, 
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und dAs sw«ito Glied, dw mit dem Mgatifreii Ztkhen fwaehen ist« wird 
ff ffn wtten. IXe Yerwandluog Aller SSeidwo io die entgegeagweiilqu 
fihrt zu tSiuet Boiliey d«r«n «ntes Glied po^tir wird: die Ztbl du* 
Glieder wird aber deew ege u nioh mn eine verkBrct. Oieie Bemerkmigen 
IBfaran la Mgeaden Reuten, md zwar fSr eine ungerade Glieder- AnBahl« 



nnd ISr «ine gerade 4Mieder«Aondil: 



+*^'iX^^^-<^>- T -^iffe^C»^-«^ 



Au* diesen GMdinngea entnehmen iirir, mii der BerBsMdrtigimCt dab 
OPsagssl ii^ folgende i^eoielle Fülle für PotensenreÜMD Tooi einer un- 
geraden Glied«- Anzahl ; 

-2+3 — 4 + . . . . +Ä a 



366. 



— 2»+ 3»-^ 4*+ 
— 2»+3»— 4?+ 

-2»+3^— 4*+ 
-.2'+3'— 4*+ 
«y+a*— 4^+ 



»+i 






TT "3"» 



2 

an* 



¥ + 



T+«' 






5ii« 



» 

5ji 



• •• 



+^-^+^' 



. . . +«' 






in« , 1 

du« ,3« 
"J^T'J'» 



35ii« . 21s 




.;.+rfa=^ + 2n»— 7ii« +14»» 



17 

T» 

17« 
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I8r Potenxenralheii yon eioier g(»%A«n CHi«d«r- Anzahl: 

'^1—2+3—44- —71 Ä- 



367. 






Ä- 5= 



n 
2~ 



4»+....— ;,» — 



Ji 



*""^X^**^0 '" 'V "^ • • • • 



«' 



l-_2» + 3*— 4»4 «» 



1 1 n 

n» 5«* , 5h» 
2 2 "*'"5" 

3»« , in* 
" 2 "*" 



Sn 



l-2f+3«-4«-f....-ii« = -^^_-^-^ 

Sefast man in (362.) und (363.) ar=:l und aj^ss^» so gewinnt man aus 
ilmen die Summen für die Potenzenreihen der ungeraden Zahlen mit ab» 
wechselnden Zeichen — ^ und man erbBlt: 



368. 



3(2«+l) ' . ^ 
—2 +^» 



l-.3«+5*-7«+. . ..-(2;»+l)* = — 22^ «jj(2«+l)»+4(2«+l)+ 1, 
l_.3«+5»— 7«+. . . ^(2«+l)» =s — i^S+l): _ ^Qn±V^ ^ 10(2^4-1)' 



ISf Potensenreihen von ungerader GKeder« Anzahl; 



8(2ä+1) 



369. 



1—3 -|.5 ^7 +....+ 2/1+1 



2r+1 



4.± 



1 



+ 3(id:i):_l, 



2 
l_3'H-5»— r +, .. .+ (2ä+1)' =r <?f!±!l! 

l_3'+5»-.7*+... .-f (2Ä+1)* = ^^2|^* 

l__3*+5*— 7«+....+ (2Ä+J)*=iH2±lll+2(2n+l)»— 4(2/i-fl) + |-, 

VU, 8. W« 

Vergleichen wir die erste Reihe in No. 3S6«, welche die Summe 
der natSrIicben Zahlenreihe ist, mit der zweiten Reihe in 366., welche 
die Unterschiede der Quadrate der natürlichen Zahlen darstelitj^ so haben 

CitUft-B Joürmt a. TA. Bd. XIV. Ha. 3. 36 



274 ^^ OetiingtTf Summenrtchnung der durch einfache Ftmctitmen erzeugten Reihern^ 

beide ^Dorlei Summen «AuBdruck ; folglich aind beide einaoder gleid>^ tNi<l 
nwD iiat: 

370. 1+2 + 3+....+/!= 1—2^ + 3^— 4» + •...+Ä^ 
Die Summe der natnrliolieo Zahlen yon 1 bis n ist also den 
Unterschiedeo der Quadrate derselben Zahlen^ oder der 
Reihe der Quadrate der natiirlicben Zahlen, mit abwech*« 
selnden Zeichen, gleich. Diese Behauptung gilt for jede» belie« 
bige n. FSr den Fall, wo die Anzahl der Glieder in der Reihe der Qua- 
drate gerade ist, wird das Resultat negatir# 

f. 77. 

Auf dieselbe Weise, findet man auch die Summen von solchen 
Potenzenreiheo, deren Glieder mit den fallenden Zahlen- Ausdrucken der 
Combioations-Classen verbundtti rind. Legt man die zweite Gleichung 
in (350.) zu Grunde, so hat man folgende Reihe mit ihrem Summen* 
Ausdrucke : 

(/l+l)fl:''+Ä(4P + Aary+(»— l)(ap+2Ajpy+....+(jp + ÄAjpy 
« A-*(x+(Ä + 2)Ajr)P— 2:iiA-^ar'---A-^(ar+Aa?)P. 

Werden aus den Gleichungen (Ift2«) und (193.) die entwickelten Glei- 
cbungen eingeführt, so entsteht: 

37h (/i + lV+/t(flP + Aary+(«— l)(x+2Aary+....+(jr+itAJpy 

+ jß (4P+(/2+2)Aar)P +i±i^ -ß(^+A^/ 

u* •• w« 

Auf ShfiKcbe Wefse erhSK man fnr die Reihen aus (351.) und (352.): 

(Ä+i)j/— Ä(r+Ajty+(/i— 1)(jp + 2A;ry — ...•+(;r+ÄAar)^ 

^^(*+(/l + 2)A*y + !I±*^:rl^ + ^-^(a^ + A^y, 

imd 
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tut die Soiloimea^AiiBdriioke für Potenzenreiben mit abweohiieUideo ^Mcben^ 
wemi man di^ angeze^en GwehSfte aus den GleichuDgen (82.) und (63,) 
aubatihiirt» Die Aiiadffücke der l^uniuien sind dem ÄnsoheiDe nach Mhr 
weitUhifig : in der That sind sie e^ aber in der Anwendung auf itpeeielle Fälle 
ty indem die zweite Soheitelreihe vorschwindet ^ wenn x^=sO gesetzt 
\ die dritte aber nur die Einheit erzeugt, im Falle, da(a A:r=s 1 an^» 
omen wird« Die weitere Ausführung itberlaasen wir dem Leser. 

(Die Foitsetzung kAg^ im nächsten HeAe.) 
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19. 

De compositiooe nnmeroruin e cubis iniegris posiiivurt 

(Aociore ZamoWf inaiGxmnatio Koeiphoftaiio BegiomantaDO magisCro supiiiore.) 



JSduardus Warmg iu MediiationJbus algekraicis (Cantabrigbe •# 1782, 
edL 3..) pag. 340» ioter plura theorematai quae »ine demoiuitratioiie propo- 
nit^ hoo habet: 

^Omnis integer numerus t/W est cukiis^ vel e iuohus^ tribus, 4^ 5# 

fp^f '^> ^ ^^' novem cubis compositus: est etiam fundrato^fuadra- 

^jtus vei e duobuSf tribus, etc. usque ed novemdecim composituSf 

^^et sie deine eps: consimilia etiam affirmari possuht (exceptis exei^ 

yjpiendis) de eödem numero. yuantUatum earundem dimensianumJ** 

Terba postrema pauUo obsouriora sTgoifioare yidentur^ (quod m insequen- 

tibua ooniioere licet,) idem^ quod de oubis et biqnadratis^ Talere de formis 

geoeralioribus ö + ä jp + ^^^ + ^^> ^ + ^^ + ^^^ "h ^•'^^ + ^^** 

Theoremate antccedeote communieatOy excitavit me CL Jacabi^ ut 
rem de cubis exemplis oomprobarem. Qua de causa tabulam hie annexaili 
calculavi pro compositione mimerorum omnium inde a 1 uaque Ikd 3000 
e oubus integria positivis. In qua tabula pro siogulis tribua niillibiia de- 
aignaut ounieri ante coluoanas scripti unitates^ uumeri aupre oolaninaa 
Bcripti centenarias. In ipais columnis invenitur pro unoquoqoe nomero 
roter 1 et 3000 numerus minimus cuborum positiTorum integronim, e 
quibus ille additione oomponi posait« Bxempli gratia, ut cognoeoaa» qui*» 
nam sit numerus minimus cuborum integrprum poeitivorum, e quibus 2689 
componatur^ in tertio mflie notas oolumnam horisontalem;. cui praescriptut 
est 89, et verticalem^ cui suprascriptus 6, et invenis in cooiunctione duarnm 
eolmnnamm numerura 3, sive 2689 e tribus cubis positivis mtegris componi 
posse. Eadem tabula etiam ipsas decompoiitiones numerorum in numeram 
minimum cuborum fädle suppeditat« A numero enim propesito /i, oni in 
tabula respondeat numerus N, subducantur cubi^ usque dum ad numeram. 
n^^a^ pervenias» cui in tabula respondet iV— 1; de nomero yi^-o' mrsns 
aubdtfcus cobos, usque dum ad nnmerum n — 'o' — 6' perFeniaSn cui in 
tabula respondet numerus TV — 2, et ita pergis, quam diu licet: liabebis 
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decompositioneiri imineri /i b i^ cubos^ nvesa^^i^'^e^'^^*: Exempli 
eausa^ si ipsos tres cubos cogomoere plaoei^ qoomm summa 2689 ^ suh^ 
ductis a 2689 numeris 1, 8, 27 babes 2688, 2681» 2662, et huic postw 
mo namere 2662 respondet in tabula 2; unde habetur 2689 sss 27 -f- 2662 
3s.V-f>2«ll^- Apud numeriim 2406 invenis in tabula 6; ilt ipaoi 6 cu« 
bos oognoscas, qiiaram summa 2406 obserfas, 

apud 2406 _ 1 =2405 inveniri in tobula 5 

- 2405— 1 =2404 - - - - . 4 

. 2404— 1 =2403 • - . . - 3 

. 2403— 343 «2060 - - • - - 2, 

unde habes 

2406 == 1 + 1+1 + 3*3 + 2060 == 3. l^+7»+7*+ll^ 

Tabula ea usque tantüm uti conTenit, aio iiti anteco«. factum, donee 
ad mimerum perirenias, qui e duobu« cubis eomponitur, quippe qul faci-» 
liua 9ine tabula iDvenjuntulr et aetnper in promptii sunt* Et si piures de« 
oompositionis modi dautur, eadem methodo per tabulam omnes invenis* 

Mduarii Waring theorema de cubis tabula perfeote conßrmatf 
sinaul autem graves eius modificationes aflert. Docet enim tabula, unieum 
tantum extare numerum 23 » ad quem e cutis componendum novem 
cubis opus sit ; viz. 23 £== 2 . 2^ + 7 • !'• Unde proponi potest theorema r 

,, numerum tfuemlibet praeter 23 aut ex octo cubis aui e minore 

f,€uborum numero componi posse'^ 
Deinde docet tabula, extare unicos numeros 15, 22, 60, 141^ 167, 175, 
186, 212, 238, 239, 364^, 420, 428, 454, qui non e minore euborum nu^ 
mero quam octo componantur^ sive proponi potest theorema: 

^y numerum qnemlibet, maiorem quam 454 aut e Septem cubis aut 

„e minore euborum numero componi passe.'* 
Quae theoremata, pro omnibus numeris usque ad 3000 per tabulam nos* 
tram. comprobata, siue uilo dubio generaltcer valent« 

Numerus maximus tabulae, ad cuius eompositionem septem cubis 
indigemus, est 2183, neque inter numeros 917 hune iasequentes« quos 
caleulavimus, ullum invenimus, qui non e sex cubis aut minore euborum 
numero componi possit, Qua de re habetur theorema probabilet 

,, numerum quemlibet maiorem quam 2183 aut e sex cutis aut e 

^y minore euborum numero componi passet 
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HotDcrl ad quomm oompositiooem s^tem oubis lodfgM, orai in ■e cim do 
mflle valde rari exntaot, eurio«am est, inter eos munenm in tabaU loTe* 
Biri Ares se proxime insequentes 1452, 1453, 1454. 

Schema sequens indicat, quot inter büuM cubos se proxime te« 
quentei «Etent numeri, nd quorem oompositionem 2, 3» 4, 5» 6, 7, 8, 9 
oiibis indiges: 
1 1 — 8 — 27-.64«-<25 — 210— 343— at2~729— 1000— 1331—1728— 2<97— 2744 



2 
5 



2 



3 



3 
7 



3 

7 



12 



6 



1¥ 



6 



8 



26 



32 



39 



10 i tO t 13 



45 



64 



62 



TTTT 



2t 



^ 



42 



60 



78 



2 



1 



8 



8 

T 



14 



24 



33 



48 



7^ 



tot 



98 



117 



141 



191 



126 



T?ff 



182 



-m 



15 



15 



33 



32 



44 



48 



9 



9 



14 



TT 



T 



35" 



7t 



TT 



W 







2J1 



214 







ü 



u 



I I I I 
Dooet schenMy in magnis ntimeris rariores fieri etiam eos» ad q n io m to 
oompOMtionein «ex oobic opus rit; oam iioa nomero» bter 1728 «t 2197 
Tidemus existere 75, inter 2197 «t 2744 tantmn 64. Und« fierf poteal^ 
ut babeatur titeorema: 

„certo limit€ transgitssOi numero* 0n>ne* t jui/tfue cuhu uut mi- 

„nore cuborum numero eontfKtni" 

D* 25. Apr. 1835. 
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0123» 


50780 


61 


0IS34 


56789 


1 


lÄ.-ifi7 


5«;i6 


i6526 


65465 


2 


2r(i74 


65443 


52 


52136 


6«964 


3 


i7&7f> 


43)54 


6ä 


63347 


74433 


4 


46746 


44455 


54 


24458 


66524 


5 


5C«3 


55566 


»5 


33666 


45325 


6 


6?4(i4 


50666 


56 


44475 


54234 


7 


74A32 


66656 


67 


65646 


34339 


8 


14043 


56654 


58 


66366 


45446 


9 


26554 


65444 


89 


67433 


26596 


10 


Sljfiüj 


76644 


60 


63644 


35669 


11 


47776 


54435 


61 


74464 


49544 


12 


57857 


15446 


62 


35665 


56339 


13 


fi76M 


24356 


63 


44676 


56436 


M 


78535 


36445 


64 


15686 


93345 


19 


85643 


46656 


65 


26657 


44446 


16 


25164 


57555 


66 


37463 


35554 


17 


361'45 


06564 


67 


48644 


34969 


18 


43360 


75463 


68 


54632 


45564 


19 


54467 


65543 


69 


65543 


96699 


20 


65558 


24534 


70 


46324 


67446 


21 


76665 


34444 


71 


99433 


67944 


22 


67646 


45555 


72 


25944 


64493 


23 


96754 


43666 


73 


36696 


59494 


2t 


36254 


54666 


74 


47964 


46999 


25 


41355 


55665 


79 


68636 


44346 


26 


62466 


66544 


76 


65643 


29499 


27 


13577 


56654 


77 


76354 


34466 


28 


22668 


3fj245 


78 


97435 


49994 


29 


33775 


44144 


79 


63544 


96653 


30 


44756 


44255 


80 


34266 


69543 


31 


55755 


54366 


81 


36366 


66634 


32 


4(j3e2 


35445 


82 


44465 


94434 


33 


62463 


47556 


83 


99946 


99344 


34 


63543 


57655 


84 


66654 


33445 


35 


24654 


67766 


86 


77469 


44955 


36 


33665 


46354 


86 


«8541 


32669 


»7 


44776 


62266 


87 


74699 


43744 


38 


65867 


63346 


38 


49369 


94594 


39 


66804 


24445 


S'J 


43466 


65445 


40 


67473 


33456 


90 


53576 


66.645 


4t 


63524 


44656 


91 


24657 


44454 


42 


74634 


55666 


92 


33666 


44395 


43 


35215 


56556 


93 


44574 


35255 


44 


443:<6 


57463 


94 


55695 


4336« 


4> 


54436 


63352 


96 


69743 


54455 


46 


65647 


64443 


96 


56493 


49996 


47 


7««56 


35644 


«7 


93434 


56966 


48 


67664 


43456 


98 


64944 


66559 


49 


74636 


64566 


99 


36655 


56964 


M 


85246 


54377 


100 


44764 


59441 
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S 
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01234 


66789 


51 


01234 


96789 


t 


26665 


64336 


39436 


66935 


2 


36665 


56444 


52 


43947 


96413 


3 


46653 


54556 


53 


64467 


35324 


4 


54544 


45665 


94 


34567 


46434 


9 


54434 


55555 


55 


44646 


36234 


6 


45445 


56465 


56 


46562 


45335 


7 


44543 


65643 


57 


54453 


45446 


8 


26654 


04444 


58 


65422 


55456 


9 


36659 


65445 


59 


49533 


36546 


10 


46766 


41466 


69 


54544 


46554 


11 


56664 


53540 


61 


53455 


44435 


12 


55654 


24566 


62 


44466 


55445 


13 


65444 


35466 


63 


54556 


46345 


14 


66544 


46654 


64 


26563 


64446 


19 


54543 


56554 


65 


35544 


65447 


16 


36254 


66645 


66 


46533 


45555 


17 


40355 


64643 


64 


55434 


45656 


18 


5*466 


56564 


68 


65343 


66663 


19 


65565 


54634 


69 


44444 


69444 


30 


55555 


35544 


70 


35435 


pesss 


21 


66555 


46566 


71 


35544 


56443 


22 


69543 


36655 


72 


25544 


63554 


23 


65544 


44666 


73 


36655 


64556 


24 


25366 


66664 


74 


47444 


32505 


25 


32456 


66994 


79 


55545 


43456 


26 


43556 


66644 


76 


44454 


34564 


27 


24566 


65644 


77 


65445 


45555 


28 


33666 


46145 


78 


46544 


54443 


29 


34566 


56255 


79 


44554 


65544 


30 


45654 


45306 


80 


35356 


44434 


31 


55614 


54456 


81 


15400 


35644 


32 


35423 


45555 


82 


55555 


43345 


33 


43534 


66565 


83 


50053 


34445 


34 


54644 


66654 


84 


55504 


34555 


35 


34655 


55556 


86 


06533 


46565 


36 


43665 


36266 


86 


56444 


43554 


37 


44670 


43366 


87 


564;t5 


54645 


36 


55055 


54397 


88 


34300 


55545 


39 


00625 


35450 


89 


43467 


40355 


40 


45334 


44666 


90 


54565 


54435 


41 


64235 


45665 


91 


35664 


45536 


42 


55344 


56666 


92 


44664 


45246 


43 


46325 


56626 


93 


45644 


46;i56 


44 


44436 


45332 


94 


55545 


64465 


45 


5544« 


64443 


99 


44424 


05554 


46 


56566 


66444 


96 


44434 


56545 


47 


56638 


24555 


97 


43545 


56444 


48 


96446 


34566 


98 


43655 


65644 


49 


63344 


46666 


99 


34555 


54345 


50 


64396 


55466 


100 


44665 


4615V 




01234 


66789 


01234 


66789 
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01234I567S9 


51 


01234 


56789 


1 


35544 


55445 


44345 


66646 


2 


46554 


64555 


92 


54446 


66294 


3 


54543 


45556 


53 


55545 


45333 


4 


55434 


43654 


54 


45655 


55444 


5 


45245 


54554 


56 


55634 


45345 


6 


54356 


665)5 


56 


56143 


44346 


7 


54454 


55454 


97 


65542 


55446 


e 


35565 


65425 


98 


66533 


65550 


9 


46654 


54235 


99 


35444 


45651 


10 


5?645 


54344 


60 


23445 


56362 


11 


65544 


44455 


61 


34256 


45443 


12 


55444 


34564 


62 


44366 


52544 


13 


55342 


45555 


63 


55445 


53455 


14 


64443 


56044 


64 


30554 


51146 


19 


45544 


65554 


65 


46433 


13556 


16 


46355 


65434 


66 


57544 


51666 


17 


37465 


55344 


67 


45344 


35615 


1« 


45556 


45455 


68 


34444 


44453 


1> 


56654 


54545 


69 


35355 


55523 


20 


65555 


44545 


70 


45444 


63634 


21 


55443 


35655 


71 


25555 


44244 


22 


55524 


46055 


72 


36645 


34334 


23 


54435 


55654 


73 


45944 


43345 


24 


33245 


66545 


74 


56554 


43455 


2ä 


43336 


66443 


79 


56455 


44550 


26 


54445 


56352 


76 


45345 


45564 


27 


35555 


56443 


77 


46453 


56534 


28 


44555 


45254 


78 


55454 


64534 


29 


45554 


43365 


79 


35555 


55345 


30 


55534 


44466 


80 


46454 


45444 


31 


65525 


54565 


81 


46555 


44445 


32 


44334 


55655 


82 


56444 


34455 


33 


54445 


66553 


83 


67554 


35436 


34 


45455 


56433 


84 


54453 


45545 


3e 


43565 


65534 


85 


93444 


46645 


36 


54665 


44344 


86 


43535 


54545 


37 


55655 


54445 


87 


33345 


66363 


38 


66646 


36456 


88 


44355 


54454 


39 


56535 


45565 


89 


54446 


53344 


40 


59243 


25666 


90 


65554 


44443 


41 


65344 


36564 


91 


46655 


45544 


42 


44455 


46644 


92 


55544 


54355 


43 


54434 


55535 


93 


44555 


54456 


44 


44545 


55143 


94 


54445 


45563 


45 


55536 


55244 


95 


44435 


55404 


46 


66644 


44355 


96 


43445 


65534 


47 


66643 


34454 


97 


51555 


04441 


48 


46354 


34565 


98 


32565 


54344 


49 


54435 


45665 


99 


435CO 


44445 


90 


55444 


56555 


100 


54655 


54353 




Ö1234 


56789 


01234 


56789 
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20. 

its nov» algebraica circa isry^steina duanun 
Dimm, inter duas variabiles propositamm. 

(AuctoM C G, J. Jacobif pro& ord. malli] Regiom.) 

1 . 



1. 

ht tfieorematii, qaae in deniMis algelwaidB tradantor, vis extat iduid 
ma^ utile in aequationibu» ttaxime divrasis^ quam notum illud: 
y^Des^uaute X iunotionem ipsius x rationalem idtegcaiDf fieri 

S 



i) - 



f> sLquidem extendatur summa ad omnee radioes x aequationk XzsiO, 

^^atque U Sit alia fupotio quaelibet ipuus x rad6ndis mt^gra, dnabua 

yyUnitatibuB inferior ordine funetionis X^^ 

Quod theorema^ sequentibua demouBtremus^ quomodo extendatnr ad ajritoo 

ma duarum aequatioDum algdhraicarumi inter du^ii Tarfabiles propoaitarum« 

Sint ff <p funotiooes ipsarum Xj y rationales integrae, quae ^respec» 

tive ad ^ et i;^^ dimensionem asoendant» Statuamus ^ w esse gradum 

-ilbqiiationum finaliwiiy quae ex aequatioi^bi^ /=: 0^ ^9 s= 0^ altwa variabili 

«Uminäti^ proveniuQt; Quae aequationes finales sint 

Xt»ö, r=o, 

quarum altera radities x^ altera radioes y suppeditat» Supponamus porrOi 
, esse Mf N^ P^ Q^ iunctiones multiplioatrioes simplioissimae ^ rationales^ 
integrae, quarum «ope identice obtmeatur: 

Mf+IV(p=.X, 

Sit tandMii 

■ 

Designemus per obaracterem 

funotionem ipsaram x^ 7 rationalem^ int^rami in qua xT^ y^ sunt altis- 
' woaey quae ioveniuntur^ ipsaram x^y dignitates; atque sit: 
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e praeoeptiA älgebraricis notis^ 

CJude . 

Quod dimensionem ipsius F attinet, erunt My P dimeosionis (u; — |t()taey 
Nf Q dimensioius (w — v)taA) unde F dimenrionis (2w — n — y)tae. 

Statuamus, aequationum /= 0, <pssO radices simultaneas esse 

Quoties xsssx^f ytssy„y neque msstny per illos valores aequationibus 

quidem 

X = iW/+ iV(p =s 0, 

T= Pf+0<I> =0 

satisfit; neque tameo aequationibus /=0| (ps=0. Jam vero ex aequatio« 

nibus ilUs sequitur 

\juAei si per valores ipsarum x^ y aequatknubus XssiO, TaeQ satiafity 
neqiie tarnen aequationibuB /ssO^ (p = Qy aoidem valorea hahafair 

Designante igitur V^n valorem^ tfuem induk expressio M0i^^NP posi- 
tis simul x^=^x^^ ys^y^^^ erst, fuoties m et n diversi: 

sive expressio V evanescit^ fu^ties pra so^y ponuntur radices aefuatio^ 
num finalium^ quae non sunt radices eünultuneae aefuationum propo^ 
sitarum. 

f 

Aequationea identioaa - 

et secunduin x et aecundum y differentiemas ^ et post differentiationem 
factam pro x^ y ponamus radices simultaneas aequationum /s= 0^ (p = 0« 
Quo facto, si notatlonem dilFerentialium Lagrangiaoam adhibemos, 

prodeuot pro valoribiis ipsarum x^ y assignatisi reiectis termin» eva» 

nescentibuSi aequationes 

unde posito brevitatis causa, 
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prodeunt aequationes: 

R.M = +^'<P'(r)f ^P « ^r^'(x\ 

fi. iV =. -JT'/' (y)s Ä. Q ^ + r /'(or), 

ande 

Tldimus igituT) substitutis in exptesstoneMQr^NP radicibus si- 
multaneis ae^uationum /= 0, ^ = 0^ idem proiire atfue st iidem va* 

lores suhstituantur in expressione 

dX dj 

IT '=/'(ar)y'(/)-9>'(x)/'(/)^ 

sive designantihus Jf^ , T^ , Jl^ volares^ fuos X\ Y\ R induunt pro ror 
dicibus aefuationum /s 0^ 9 = simultoneis x^x^p yss y^ ^ fieri 

2^ 

^^ Cum in expressione V singulae x^ y zA miöoreni ordinem asoeil^ 
dqnt atq^e ia functionUms X^ Y^ videlioet ad {w — l)tami iitl supra de^^ 
monstraviiDitt^ «um X^ Y a;ti ordioiB sint: habetur per praeoepta nota 
disoerptionts ilraotionuiii m simplioes: 

xTr ^ ^x;r;(iI?--^I)(:K-r«)' 

ramma extensa ad valores indiouni m , n omnes 1, 2^ 3^ . . . . w, Sed 
de u;^ eaLpre08i<niibu8|. quas Bumina atupleotituri eranescuot oraocs^ in qui- 
bus m et n dhrerai mMi^ quippe quo easu intreninius F^ » = 0, oequa igi- 
tur remanent nisi io quibf» mssn. Unde aeqtiatio aoteoedens in hano 
abit flimplioiorem : 

^veLCum Sit 

^ m, m i 



Ä'l v_ — B„ ' 



mm 



in hanc: 



_r_ __ MQ-XP _ ^ 1 



Otiae oi^t aequatio valde macnorabilis. Cuiu9 ope^ muliiplicat»one por XY 
fdCtii^ eruis oxpressiouem ipsius F per radices ftimultaneas aeqiiatioudni 

37 •• 
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m 

/=sO, ^s=sO: 
• F = MQ-~NP = 

•|- (a?— «0 (*— *^» • • • (*—*)w-i(y--rOCy — J^j) • • • • Cr — r»), 

riqnidem in functioiubi» X^J coeffidentes ipsarmn ^^ y^ unitati aequä« 
lei acoipiuntur, sive 

r » p/+<?(p = (r-ri)(r-/2)....(y~r«^> 

Habetur es anteoedeDtibus^ aequatione iDveuta per /7 multipUeata^ 

Sit 27 ipsamm Xy y fiuictio rationalis iotegra^ sitque U^ valor ^os ü 
pro xszx^^* y^siy^y habetur , ^esigoaotibus ^^ JfJT' fimetiones ipaarum 
Xf y integras rationales^ 

ando 

Tribus autemr expressionibiift ad dextram erolutis secundum ipaarum'*^;^ y 
diguitates descendentes, tantum prima terminos oontinety simul in utriioqoe 
X, y dignitates negativas duotos« Unde evoktil espressione 

(x-'Xm)(p^-ym)- _ 

seooiidiini ipsamm Xy jr dignitates desoendentes 5 term&i^ simul ia utrio»» 

qoe X, y digDitat^ negatiyiMi duotij^ iidem proToniunt atqae ex erolotione 

expressionis 

Um- 

Cnde^ twluta expressione 

XY IlT' ~ Rm{x^xm}{y—ym) 

secundum ipsqrum x^y dignitates descendentes, tertniniy simul in uWius^ 
gue r, y dignitates negativas ducti iidem proveniunt atgue ex evolu^ 
tione expressionis 
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■ 

Um 

rivo in evoiutione expressionis 

vr 
xr 

coej[ficientem termini ar<''+^>y'*<^'', dtsignantibus a^ ß numerot positi- 
voSj nanciscimur - 






An,. 

Und^ präito £^=si?, sequitur) evoluta expressione 

xr XY . '■ 

secundum ipsarum x, y dignitates deseend'ente'JSf, coej^ientem termini 
x-io+» y-<ß+^i^ designantibus a, ß numero« integtos positivos quoscun- 
que^ fore 

• ■ - , ^ - • 

wre etianii terminos simul in utrius^ue ot'^ y dignitates negativus ductos 

ex evoiutione proposita expressipnis -^ prodire eosdem ätgue ex ag^ 
gregato 

. ^ L ? .L, , \ ' . ^ 

▲nteoedentia ioseirire possuot detertniDanilis' ea^^t^fesBioüibuft 

qtiae, si neuter numerorum a, ß evanebcit^ U^er methodos vulgares non« 
niti maxima mQlestia inveniuiitur« 

AdnotaTunus miprty expressiooem V Mintuin ad 
(^iv — II — y)tatii ascttidere; qua de re^ evoluta e3:pre«iaiie 

V_ i I t , , i 

secuudum ipsarum x^ y dignitates descendentes, llraiioi px evoiutione pro- 
ileuoies altioris diftienBioDis esse, nequeunt quaiu (— Tft~y)tae« Habetut 
a ^(ein evoiutieiiis terminus generalis 

qp/iem i^tur evwesoere oporter^ quoties a 4*ß <^ f^*^ •^* 2# Uude fiuH tlieoreir^a : 
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4 

I 

Theorema. 

Sint fy <p duarum variabilium Xf y funetiones ^uaecuntfue ^ratio^ 
naies integrüe; sint scssxx, y^siyxi «s=X2f y^y^p •• • • 3c=sx„,, 
yzszyy, radices omnes simultaneae qefuationum fssO^ <P = 0; sit porro 
B^ valor expressionis 

/'(«)r(y)-/'(y)^'(^) 

pro x = QSimf y = ymS ^rit 

designantibus a, ß^ numeros posiiivos inügraSf Quorum summa duobus 
aucta minor guam summa dime/isionum , od fuas ascindunt funetiones 
propositae fy <p. ^ 

Unde Btatim etiam secniitttr theorema hoc 

Theorema. 

Sint fy (p duarum variabilium x, y funetiones quaecunfue ratio^ 
nalesj integräe; sit F aiia functio ipsarum x, y rationalisy integra fuae-- 
cunjue cuius ordo -tribus inferior summa ordinum funetionum f (P; erit 

P 

summa extenso ad valores ipsorum Xj y omnes, gui sunt radices simuU 
taneae ae^uationum /a=s 0, (p = 0. 

Ut uoido saltem exemplo tbeorema memorahile coDfirmemuSi sint 
y, (p 6ecundi ordinui. Quo oasu oonstaotem X ita determinari posse ooo- 
Btat^ ut /-{" ^ 9 iD duos faotores lineares resoivi possit^ idqim tribus modis 
pro (ribus radicibus aequationis cubicae, a qua valor ipsius Ä pendet* Sint 
}i\ K'^ duo ipsius A valores divers!^ ao statuatur 

n =/+ Ä'(p = t.u, <t> ^f + K''(p SS V.W, ^ 

ciettgnantibus t, u, v, w expressionas lineares« Radices aequatioiuim /ss 
(p SS eaedem erunt atque aequafionuDi 11 s= 0, OssQ, quae ia qiiatiior 
baec »ystomata aequatiouum linearium resoivi possant: 

1) f=:0, ^ = 0, e quibus sequatur x äsv^Ci , y s=? y, , 

3) u^O, i/srO, - . - - . crssgpj^ysay^, 

4) tt = 0, /A> = 0, - - - - - x«BÄüvy«y4- 

Ope radicuni appositarum ip»as expre.<8iones tiueares t\ li, tv w fntbibere 
licet: nam cum ex» gr. t evanesoatet pro fc^=oc, ^ y sc y^, et pro x =5 Xj 
yzszy^, ootüfn est, ipsam t hoc modo exprimi posse; * 






^ 
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des^gnante a oonstantem. Simili modo fli u^ v, lo tiodnbentur^ prodlf: 

/ ssr a[x(3ri— y,) — y(x4--«j)+a5fyj — yiXi], 
II 5= ßfx(y5~y0— r(«»— «4) + «»y4--y3«J, 

V = 7 [a5(yi— yi) — y(«i— 9Bj) + »i js — y»»»], 

i6> s= ^ [x (ya — yO — y (acj— x^ + o^y* — r» ««]. 
Und«, poifito brevitatis causa : / 

+ Z^i =s irj(y,— y.) -t-apsCy«— ya)+«4(^— y»), 
— Ä, a= *3(y4— yi)+*4(yi--^y3)+*i(y3— y4), . 
+ Äj = «4 (y< — y») + *i Ofa — 74) + a?2 (y*— yi)» 

+ ^ = «1 (y» —^3) + *a (ji—yi) + »j (ri — r«)» 

cruitur: 

5« dw du 32£ i^iKA 

ideoque, eum sit ITsifz/y (S>=^vw: 

Jam observo, Ipsas 

x , y i u V w 

aimul induere Talores 

xi yg —0^2 +^^3 

^j Ji — aA* — i'Ai 

Uade cum sit 

W(x)(!>'(y)^U'(y)<!>'(x) 

«= (V'-xor/'Wr(r)-/(r)^'(^)] = (V'-^OÄ, 

tandem obtinetur 
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Jam « tbeoremate proposito habetur oasu» quo funotiones- /, (p taniuol 

^d «eciudam dlmiiiisioneiD asoeoduut, tres aeqnationes: 

1 , 1 , » , 1 ^ 
fl: + C + 5,rÄ: = 0, 

4|iia6 per valores ipnram RiJ^üii ff^f R^ inventoR fadliime confirmaatiib 
^ii^pe <|uibii8 subttittitis valpribm^ abeunt illae^ per 

tnuitiri^cattif' 10 Heqiüelites : 

Ai+ Ä2+ A3+ &4»0, 

JPi Ai rf- JTj A4 + »i^i-^X^t^ SS 0, 
. ri ^» + r^ Aa + )r, 4 4- j., /i. Ä 0, 

quas tWIe patot idiBiiticäii esse. 

Regiomonti <L 13. Judi 183&. 
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Untersuchungen betreffend die Frage nach einem 
Mittelpuncte nicht paralleler Krftfte. 

(Von Herra Dr. Ferd. Minding zu Berlin.) 



Unter allen Punclen in der Bichtan^ der Resultante eines Systemes paral- 
leler Krfifle zeichnet sich bekanntlich derjenige, welcher Mittelpunct des 
Systemes, häufig auch Schwerpunct genannt wird, durch die Unabhängigkeit 
seiner Lage von der gemeinschafllichen Richtung der Kräfte aus. Da bisher 
aber nicht bewiesen war, dafs ein auf ähnliche Weise ausgezeichneter PuncI 
nur in der Resultante paralleler Kräfte sich finden liefse; so schien mir zu 
klarerer Einsicht in die Sache eine nähere Untersuchung noihwendig zu sein. 
Wenn auch die Ergebnisse derselben, welche ich hier mittheilen will, auf 
Wichtigkeit nicht Anspnich machen; so wird der Leser doch nicht ungern 
wenigstens einen Theil derjenigen Eigenschaften eines Systemes beliebiger 
Kräfte entwickelt sehen, weiche dem Schwerpuncte am nächsten verwandt 
sind, und ihre Obergänge vom allgemeinsten bis zum letzten besonderen Falle 
verfolgen. 

Demnach, so wie der Schwerpunct sich ergiebt als gemeinschafUicher 
Durchschnitt aller Resultanten, welche entstehen, wenn parallele Kräfte zwar 
mit Beibehaltung des Parallelismus, sonst aber beliebig um ihre Angriffspuncte 
gedreht werden; eben so sollen im Folgenden die näheren Bestimmungen 
ermittelt werden, welche einirelen, wenn beliebig gegebene Kräfte um fest 
verbundene Angriffspuncte so gedreht werden, dafs die Winkel zwischen den 
Richtungen je zweier unverändert bleiben. 

Um sich eine Anschauung von solchen Drehungen zu verschaffen, 
denke man sich aus einem willkQrlich gewählten Puncle, welcher zugleich 
zum Anfange der Coordinäten kann genommen werden, Strahlen gezogen 
parallel den Richtungen der, an fest verbundenen Angriffspuncten wirkenden, 
Kräfte eines gegebeneu Systemes. Diese Strahlen, deren, wie sich versteht, 
keiner tlber den angenommenen Punct hinaus nach der anderen Seite ver- 
längert werden darf, bilden zusammen ein Bfindel; ihr gemeinscbafilicher 
Durchschniltspunct wfirde zwar angemessen der Mittelpunct des Bündels ge- 
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nannl werden können; da aber der Name Mittelpunct ohnebin pchon in sehr 
verschiedenen Beziebangen gebraucht wird, so soll der Ponct die Spitee des 
Bflndels beirsen, ungeachtet im Allgemeinen die Strahlen nicht blofs nach 
einer Seite von demselben gerichtet sind. Dreht man nun das Bflndei als 
ein festes Ganze beliebig um seine SpitisC) und mit ihm gleichzeitig die Krfifle 
um ihre Angriffspuncte so^ dafs jede Kraft ihrem zugehörigen Strahle parallel 
und zugleich in Hinsiebt a«if ihre Stellung gegen den Angriffspunct mit der 
Lage des Strahls gegen die Spitze des Bfindels fibereinstimmend bleibt^ — 
also nicht etwa willkürlich in ihrer Richtung umgekehrt wird; so ist offenbar 
die an die Drehung der Kräfte geknflpfte Bedingung, die gegenseitigen Nei- 
gungen ungeändert zu lassen, in alier Strenge beobachtet. 

Es ist klar, dafs eine Drehung dieser Art keinen Einflufs hat auf die 
Gröfse der Resultante, welche sich ergiebt, wenn sfimmtlicbe Kräfte an einem 
einzigen Puncto in ihren Richtungen angebracht und zusammengesetzt werden. 
Da at^r im Folgenden der Fall, in welchem die Kräfte um einen Punct 
gerade im Gleichgewichte sind^ gänzlich ausgeschlossen werden, also jene 
Resnltanta niemals verschwinden soll, so steht es frei, ihre Gröfse als Maafs 
der (tbrigen Kräfte anzusehen, nnd mitbin als Einheil anzusetzen, wodurch 
eine der Allgemeinheit nicht nachtheilige, wenn auch geringe, Vereinfachung 
der Rechnung erlangt wird. 

Um ein gleichmäfsiges Verfahren in Hinsicht auf alle Kräfte zu beob- 
a^ten, denke man sich mit dem vorbin bezeichneten Bflndei noch zwei 
Strahlen fest verbunden, auf welche die Richtungen der (tbrigen Strahlen be- 
logen werden. Es sei w der Winkel, welchen diese beiden Strahlen mit ein- 
ander bildra; die Winkel aber, welche die Strahlen P, F|, Pa, /%, u. s. f., 
entsprechend den Kräften P, Pi, ^2^ P39 n. s. f., mit dem ersten der beiden 
Hfllfsstrahlen bilden, heifsen w'^ w^, cu,, u}!^^ u. s. f , mit dem zweiten: e»", 
io\\ a>2, tt>5 , u. s. f. Femer wähle man drei anf einander senkredite Coor- 
dinaten - Axen, mit welchen 
der erste Strahl die Winkel a"*, ß^, y bildet, deren Cosinus €l\ V\ c" sind, 
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Zwischen den Bestimmungsslficken der Richlongen der beiden Hfilfs- 
strablen und eines dritten Strahles, t. ß. P, finden nnn folgende bekannte 
sechs Gleichungen Statt: 

ef +6« +c» = 1, 
«"^ft^+c^ = 1, 
a'«^6'"+c"*= 1, 
o'a"+b'k"+e'e" = cosco, 
a a"+ b 6"+ c c" = cos a»', 
aa'+66!-fcc' = coso»". 
Um sn einer befriedigenden Lösung der Haupt- Aufgabe xn gelangen, 
isl eine Auflösong dieser sechs Gleichungen in der Art wOnschenswerth, dafs 
jeder der neun auf der linken Seite der Gleichheitszeichen stehenden Cosinus 
durch drei verfinderliche Gröfsen, den obigen Gleichungen genügend, ausge- 
drflckt werde. Zu diesem Ende sind zunächst folgende neun Grölisen in die 
Redinung einzuführen: 

[A = e'h"-e"b\ B = a'e"-a"c\ D = b'a''-b"a\ 
2. \ä = e"b-eb", ff = d'c-ac"y C = b"a-ba", 
\a' = cb' -c\ B" = ae' -o'c, C" = 6o' -b'a, 
welche so bestimmt sind, dafs 

iAa'+Bb' + Ce'==0, ^'a+5'6 + C'c =0, A"a+ff'b + Cr'e =0, 
\Aa"+Bb"+Ce" = 0, ^V'+ÄT+Cc" = 0, A"a'+B"b'+a'e' =^0. 

Wird nnn gesetzt 

Aa +Bb +Ce s SR, so ist auch 
A'a'+Bb' + Cc' - m, 
A"a"+B"b"iCr'e"^ 2«, 
Aa-^AW-^-Ä'a"^ SR, 
Bb +B'6'+B"6"= a». 

c c +(?c'+c"c"= a». • 

Durch Einsetzung der Werthe von A, 0, C u. s. f. ans (2.), mit RQoksicbt 
aof die Gleichungen (1.)« wird erhalten: 

I A'-{- B'-\' C = üna>\ 
5. ^'*+ B^+ C» = sinco", 
U"»-f ff^+e"» = sin«'"; 
ÄA"-\-B'B"+CCf' = cosö'co8a)"-ooscü, 
6. lAA"-\-BB"+CC' =» cos« cos«»"- cos w', 
-<l^'+Bß'+CC =e coswcos«' — cos«",- 

38» 
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j AB --Äff = c'^m, AB'-^Ä'B = c' 2», Ä"ff^Äff' = c 3)?, 
7. AC--ÄC^b"m, Ä'C^AC = y 3R, ÄC'-- A"C == 63??, 
( B'C ^ äC = a'' a», ÄC"- Ä"C = a' 2», B"C'- BT" = a ü)l. 
Werden die Gleichungen (7.) sftmmtlich quadrirt, und die Quadrate 
der in einer Reihe von oben nach unten stehenden addirt, so erhfilt man^ 
mit HfllFe der Gleichungen (5.), (6.) und der ersten drei Gleichungen (1.)^ 

WV = sin CO* sin to'^ —(cosoi coscü' — cosco")^ 
^ . = sin cü' sin ai"^— (cos cü cos co*'— cos a)'f 
= sin cü^sin co"'— (cos cii'cos cw"— cos (o)\ 
SK' = 1 — cos cü'— cos cü^ — cos co"* + 2 cos (o cos m' cos cu". 
Die Bogen oi^ cn'^ (o" bilden ein sphfirisches Dreieck; ihre Gegenwinkel 
sollen der Reihe nach e, i\ e" heifsen. 
Man hat 

!cosca"= cos Ol cosfo' -{-sinu) srnto' c09b'\ 
coscü' = cos CO cos co''+ sin cü sinco'^cos«'^ 
cosco = coscci'c08tt;'^+$in<(>'8inco''cosf, 
3W^ = (sin CO sin ca' sin c")^ = (sinwsinco^sinß'/ = (8lnai'sinai''sinf)^ 
Wird daher sin u>' sin €'' = sin oi'' sin /=: sin A gesetzt, so ist h die Höhe des 
sphfirischen Dreiecks Ober der Grundlinie cü, und 

9. 6. 9)1 = + sinccisinA^ 
positiv oder negativ, je nachdem die Spitze auf der einen oder der andern 
Seile der Grundlinie liegt. 

Werden nun die Gleichungen (1.) differentiirt, dabei aber w, io\ ai'' 
als bestfindig angesehen^ so folgt: 

10. örfa+ Vdb + cdc =0, 

11. ada'^^VdV+c'dc' = 0, 

12. fl"rfa"+6'W+c"rfc" = 0, 

13. rf(öV') + rf(6'*") + rf(cV') = 0, 

14. rf(aö")+rf(4 + rf(cc") = 0, 

15. rf(aa')+rf(fr6') + rf(cc') = 0. 

Es sollen nun zunfichst durch die drei Differentiale da^ db^ da\ die 
sfiramtlichen sechs übrigen ausgedrflckt werden. 

Den Ausdruck fftr de giebt die Gleichung (10.) 

MulUplicirt man (10.) mit -cV^ (11.) mit -ec, (15.) mit +ec^^ und 
addiPl die Producte, so erhfilt man f&r dV : 

16- B\eda'--e'da) « Ä\cdV-G'dh). 
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Wird durch Verbindung von (11.) mit (16.) dV weggeschafl, so ergiebt sich: 

1 7. B'h'da^ C'odd = Ä' (b'db + cdc). 

Werden ans den Gleichungen (13.) 9 (13.) ? (14.) dV^ und dd* weggeschafit» 
so kommt: 

a'' {Äda+Ada')'{^V\Ädb'\'AdV)-\'c'\Ädc+Ädc')+'mda' = 0. 
Schafft man wiederum aus dieser Gleichung durch (10.) und (11.) ife und de* 
weg, so folgt: 

ABdda-ÄBeda'+AA{cdV--ddb)+mcc'da'' = 0. 
Wird in dieser Gleichung der Werth von cdb'—cdb aus (16.) gesetzt, so 
findet man für da": 

18. Ada+Äda'+Ä'da"" = 0. 
Die beiden folgenden Gleichungen dienen um db" und de" auszudrflcken : 

19. fficda-eda') = A"{cdb"-c"db), 
20. {B'b'-Aa)da+acda'+A'Xb"db + cde") = 0. 

Es sollen ferner die Differentiale dA^ dA\ dA" entwickelt werden. 
Man erhfilt aus (2.): 

dA" =: b'dc+cdb'-'c'db-bdd. 
Dieser Werth,, auf die unabhängigen Differentiale surackgefflhrt, wird, da yon 
ih^en das eine (db) herausffiUt: 

A"dÄ' = iCf'V'^ff'e')da+(B"e--a'b)da\ 
Nun findet man aber leicht, dafs 

C'b'-B"e' « a'ooscu"-.a, ff'e-C'b = acos (o"-a\ 
Also folgt 

21. A"dÄ'.^ (a' cosu}"^a)da+(aeosio"'^a')da'. 

Ebenfalls findel sich der Werth von dA*, auf die Differentiale da, da' zurflck- 
geführt, unabhängig von db; nämlich 

22. Ä'dA' = (acos»-a"costti")da+(a''-acosco')rfa'. 
Einer der Gleichungen (4.) zufolge ist: 

d{Aa) + diÄa*)+diA"a") = 0. 
Diese Gleichung mit (18.) verglichen, giebt: 

23. adA+a'dA'+a"dA" « 0. 
Durch Verbindung der Gleichungen (21.), (22.), (23.), wird erhalten: 

24. Ä'dA = (a"-a'cosio)rfa+(a'cosa;'-.a"cos(u")ifa'. 
Durch Vertauschung von Ä mit A", d mit €l*^ erhält man aus (22.): 

25. ÄdÄ' = (ocosco--a'cosco')d^+(a'-aces€ii'')c2<i^ 
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Die Addition von (22.) und (25.) giebt: 

26. d{ÄÄ') 
= (2a cos cü — o' cos ai — a" cos co") da + (a"— a cos co') rfa'-f (a'— a cos ai") ito". 
Aus den Gleichangen (21.) und (26.) folgt durch Integralion: 

A"^ = 2fla'coscy"-a'-a"+const., 
A'A" = a' cos CO + a V— a a' cos co'-~ oa" cos (o"+ const. 
Um die Constanten zu bestimmen, bemerke man, dafs die vorstehenden Glei* 
chnngen auch gelten müssen, wenn in ihnen die Buchstaben a, A mil b^ B 
und mit c, C vertauscht werden. 
Man hat daher: 

A"^ = 2öa'cosco"-a'-a'^ + const., 

B"* = 266' cos ü)"- 6'- 6'^+ const., 

C"^ = 2cc' cos cü"-c'-c" + const., 

in welchen Ausdrflcken die beständige Gröfse eine und dieselbe ist. Der 

Werth derselben findet sich durch Addition gleich sinoi'^; mithin hat man: 

27. A"" = 2aa' cosco"^ a'-a'^^ sin ai"^, 
desgleichen 

28. A'^ = 2fla"cos co' -- a' - a ''+ sin co^ 

29. A' = 2aV'cosai-a''-a"'+sincol 

Durch dieselbe Yertauschung der Buchslaben und Addition findet sich der Wertb 
der bestfindigen GrOfse in dem Ausdrucke für ÄA": 

COS(o' COSCO''— COSttl. 

Mithin ist: 

A'A" = aV+a^cosco — oa' cos co'-*aa" COS co"+ COS cü'cosca"— cos oi^ 
oder 

30. ÄA" == (o'-acosai")(a"-acosw') + (l-a^(eosfa'co8ai"--co»<a), 
desgleichen 

31. AA" = (a-a'co8ai")(a"-a c9sai)+(l^a'^)(cosc»cosco"-cosco'), 

32. AÄ ^ (a-a"coscü' )(a'-a'' coscü)+Cl-0(cosaicosca'-.cosco'% 
Werden die Gröfsen Ä, A" durch Verbindung der Gleichungen (27.)^ (28.), 
(80.) weggeschafft, so kommt, nach gehöriger Ent Wickelung : 

33. 0? sin tti»+ a^ sin co'»+ i"^ sin (ü''*-f 2aa' (cos co cos o;'— cos co'') 

+2aa"(coscocosctf''— cosco') + 2aV(co8€u'cos€u"— cosctf) = SW*. 

Diese Gleichimg ist die bekannte Relation zwischen den sechs Winkeln, welche 

vier Richtungen mit einander bilden, oder die Relation zwischen den vier 

Seiten und den beiden Diagonalen eines sphärischen Vierecks. 
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Aas (33.) ergiebt sich die Gleichmig: 

34, Kda+lCda'+IC'da'' = 0, 
worin gesetzt ist: 

K -= asincoH o^Ccosoicosco'— C08€o'^+a''(co8(ocosco''— cosoi'), 
IC =: a (cos eil cos »'— cos w") + a' sin io'^+ ö" (cos io' cos co' — cos lo), 
IC* ^ a (cosco cosoi''— cos ai') + ö' (cos m' cos »"— cos co) + a" sin co"^ . 
Da swischen den in der Gleichung (33.) vorkommenden sechs Stacken nm 
eine Relation statt findet: so roufs das Differenziai (34."^ mit .(180 fiberein* 
stimmen. Wird daher durch / ein vorläufig noch unbekannter Factor be- 
aeichnet^ so mufs sein: 

Um f £U bestimmen, bemerke man, dafs zufolge (4.) und (33.) 

Aa^Äa'+A'a'' = 2», 

woraus sich ergiebt: 

Das Ergebnifs der Rechnung ist mithin folgendes: 

35. W,A = asinö;'-f a' (cos CO cos ui'— cos co") + a" (cos CO cos cü"— cos a>'), 

36. %RA = o(coscücosco'— cos co")+a'sin co'^+a" (cos tti'cos co' — cos CO), 

37. "SRÄ' = a (cos m cos u)"— cos w!) + a (cos m* cos <o' — cos co) + «'' sin co"* . 
Es versteht sich, dafs diese Gleichungen aucb gelten, wenn in ihnen die Buch- 
staben tty A mit by B und mit e^ C gehörig vertauscht werden. 

Die so erhaltenen Werthe der nenn Gröfsen 

A B C Ä ff C Ä' B" C 
liefern die Mittel, um die vorgelegten neun Cosinus auf die verlangte Weise 
auszudrflcken. 

Werden nftmlieh mit (p^ xp, 6 drei veränderliche Winkel bezeichnet^ 
und gesetzt: 

a'' = cos 9 cos v^ + sin 9) sin y/ cos 9^ 

V = — cos9>sinv/+sin9)cosi^costf, 

0" = sin 9 sin 0, 

a' = cos (y + co). cos V^+ sin (y+tt>)- sin y/ cos tf, 

b* = — cos(9i-co),sinv/ + sin(9>+tt^)-COöV^costf, 

c' = sin(<^+(o).sin0, 
so befriedigen diese Formeln, deren Ableitung aus der sphärischen Trigo-- 
nometrie leicht zu erkennen ist, drei von den sechs Gleiobungen (1.). Ver- 
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mittelst derselben findet man die Werthe von A, B, C, nach (2.) berechnet: 

A == — sin i/; sin ö sin CO, 
B = — cos V' sind sin (u^ 
C = +cos0sincu. 

Werden nun die Werthe von A, a', a" in (35.) gesetzt, so ergiebl 
sich a. Durch Yertauschnng der Buchstaben A, a mit B, b in (35.) und 
Einsetzung der Werthe von B, h'y b'' in die erhaltene Gleichung wird b, 
und auf ähnliche Weise durch EinfOhrung der Buchstaben C, e der Wertb 
ypn c gefunden. 

Dieses zusammenfassend und zur Abkürzung setzend: 

cos^cosv^+sin 9 8inv^costf = g, 
q^ j — sinycosv+cos^^sinv'cosö = f, 
--eosq>siüyß+Bin<p cos}fßcos$ = k, 
sin 9 sin v^ + cos (p cos y/cos 6 =^ ty 
erhftit man: 

39. a" = y, 6" = *, c^^sinysintf, 

40. a^ = ^coscü-f /sincu^ 6'cb Acosoi + fsinai, e' ^An{<f>-\'W).t\n6, 

in sin CO = 9 cos cu' sin Ol + /(cos co^^— cos 60 cos €t>0 — 9R sin v^ sin tf, 
68inco = Acosco^8inco+f(cosco'' — coscocosco0--9)'{cosi^sintf, 
e sin €0 =:' sin ^ sintf cosco^ sinco + cos^ sind (cosco'^— cosco cosco^ + 9R costf^ 
42. ^ s^—sinv^sindsinco, fis—cosv' sind sinco, C= +cosd8inco^ 
(il'sinco =: —sin V' sind (coaco €08 CO'— cos co^O+W^ 
43. |jB' sinco = — cos^ sind (cosco cos 6o^— cos co'O+S)?^ 

(C^ sin CO = 4-cosd (cosco cosco'— cosco") +2)tcos9/COsd^ 

i^" sin CO = — sin v^ sin d (cos CO cosco"— COS CO') +2)'2(^ sin CO— /'cosco), 
Ä" sin CO = — cosv sin d(cos CO cos co"— cos co') 4- SR (Ar sin CO — / cosco), 
C" sin CO = + cos d (cos co cos 03*'— cos co') — SÄ cos (y + «>) . öin d. 

Mit Hfllfe der Gleichungen (9.) können die vorstehenden Ausdrflcke etwaa 
vereinfacht werden, wenn man für SR schreibt: — sinco. sin A, 

a" = p, A" = ky c" = sin (p sind, 

ö'^ycosco+^sinco, 6' = Ar cosco -ff sinco, c' = sin (y + co) . sin d, 
la = gr cos co'+Z' sinco' cos £"+ sin V sind sin A, 
45. Ib = Ar cos co'+ < sinco' cos {"+ cos t^ sind sin A, 

[c = sin9)sindcosco'+cos98indsinco'cosf"— cosdsinA^ 
^s=— sin V' sin dsin CO, £:= —cos y/sind sinco, C = -f cx)s d sin co. 
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46« { B^ sEs^— / 810 £ -{^ cos \|; sin^ 8in oi/ oos s^'^ 

= (/cos 6p — ^ siD oo) sin h -f BIO *4^ sin $ sin eo^^ cos €% 
47« { B'^ 3= (; cos 6ü-r- 1: «in oa) sia ^ + ^^^^4^ ^1° ^ ^^i co'^ cosV^ 

5 ^ eon(p -i- 0) . sinQ sink — ^cos0 nmoi/^eoBi\ 
Die Werihe von a^ 6", (/', c', ii^, c', c, b, c aus (39.), (40.), 
{41«^ in die Gleichungen (L) gesetzt , diun denselben r^llständi^ Geniige, 
ohne Riicksißhjt anf diß Wertfae von 4^^ (P, ß« 




fv* 



Das vorgelegte System, wie es auch beschaffen sei, la&fr«iefa im» 
mer auf eine einzeliie Kraß und ejo KrSftepaar (in dem Sinne der von 
Herrn Po ins bt au%estellten Tbeorle) zurUckfübren* Es wird angenom- 

***** 

meii, da& die einzelne Kraft nicht Null ist^ und unter dieser Voraussetzung 
ihre Greise als Maals der übrigem Kräfte angesehen« Heilsen nun die Gcu 
sinus der Winkel, welche ihre Richtung, tu\t den drei Coordinaten-Axeo 
einschlielst, /^ m, ns so dräckeu diese Cosinus zugleich die Gomponentea 
|ener Kraft nach den drei Axen aus. Wird ferner das Kräftepaar nach 
drei auf die Azea ^, yf z senkrechten Ebenen auf die bekannte Weise 
zerlegt in die Paare L, 3J, ä\ und werden noch die festen Angriffipuncte 
der Kräfte P, Pgf u. s« f« durch die Coordinaten r, y^ zj Xi^ y^^ Ziy u. s. £• 
bestimmt j so hat man zwischen allen dieses Gröfsen die sechs folgenden 
Gl^ohnngeä) deren abgekärzte Andeutung hier hinreicht, nämlich: 
48. /*s2Pö, ;w = SPä, ä ä SPc, 

Ii^ diese Gleichungen müssen dijS WjE^^tfae der Cosinus a^ 6, c, a^, b^ , c^ \ 
ui 8. £i, ausgedruckt durch ^, ip,* 0, ejingesetzt werden« Um dieselben mög^ 
Gehst zo vereinfachen, nelune man an^ CddTs der erste und zweite Hiilfs- 
sfrahl einen rechten Winkel mit eidander bilden, also eons^:^, mitbi« 
nach (d.) sin (^^cos€'^s=: cos jU)^^seL 

Die Formeln (45.) geben dann^ for die Richtung, der Kraft P;\%^ 

!a s=z ff eo%(a'-]rfwBid''{* sni^f sind sin /i, 
b SS k cos M^4^ t öos Ot)'^ 4" 9^^ 4^ ^^^ ^ ^^^ ^f 
c == 8in^sinocöseo^4-co9(Psin^.cosa)'^-— cosSsinA. 

Desgleicfc-'n-für die Kraft Pi: 

Crelle's Jonrnal d. ^. Bd. XIV. Hit 4. " 39 
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Ol = ff coBco'^ + /co8co^-4- sinv}; sioö sinÄi , 
bi z=: k co8eK\' + / cos (ß)[' + co8\j; «in 9 Bin Äi , 
c^ = 8iQ^Bin6<KHico',4-OM(Psin6ocmeo^'~co868^^ 
AUgemem iSr die Kraft P» - 

!flf^^a±5 g-coßa^,+/€OB0ü;,'+8in4^8in98inÄ„^ 
Ä^ est i-aösoü^ + ^tKiBeoil'-f co8\|;8in&8m//„, 
c„ Ä 8in^8in6oo80ü;, + oM(p8m^ooyoü^^--oMl9itifri^n« 
Man bemerke^ dals 

CO8C0"+^8öü'''+8iÄ?l* ä: 1, 

und überhaupt 

52» 0080)^ + cos coj»" + sin ä* = !• 

Werden nun ^le sammtlichen Kritfte isach den Krchtungen des 
ersten und zweiten Strahles und einer dritten tfetrauf Midcrecbten zerlegt^ 
entstehenden ComponeirteB aber mit TT, ü^, TI^^ bezeichfiet^ so ist : 
53* n c=u SPcoso/, IT « SPcosoJ^ n^' = SPsinA. 
'bedeutet z« B. das Zeichen S Pcos u>* die Snmme : 

Peosw'+tPi cosoüi 4" i\^nu>2 + Pj cos CJU3 + . 4,^ * 
Braeiebnet man gMchf^Hs dunsh SPxooseo' die Sutnme 

Pjt cos u/ 4" '^^i 008 ool + Pj »2 cos öüi + ^3 ^3eo8'c«4-4- . . . . , 
so sind auch die Bedeutmgen der Zeichen 2Paro<m6e)^% SiParsin/iy 
SPjTDosGo', U.S. f. verstSnffidi* Man setze nun: 
64. X = SP^cosco', X' =: SPjpcosco", X'' « SPaJSmÄ, 

55. Y == 2Pycos6«/, J' « 2Py cosco", T" ^.^ ^^P/sinÄ, 

56. Z = SP^«o8coV -Z' Ä SP« oosötJ'', Ä^' ~ S P« lAn'A. 
Durch Einföhrung fieser Werthe in (48.) und (49.) vrird erhatten: 

57. I m « n * + n^f + n'^ sin i sin 9, 

( /2 Ä n8in(p«inö + n'oo8^sin9 — n''oos6. 

I L T=zZk^ Z't +Z''co84;siDfr— Tsin^wn ö ~rcos(P8infl +r'co«e, 
58. {üf =: Xsin (Psin fl 4--X'eos(P sin 9 -^X''oos9-^g— «7— ^'' «d ^ sin 8, 

|iV=r r^+ r/4.Y^'8inisinö— Xk^X't — X''cos\|;sili9. 
Bildet man mit Hülfe dieser A^i^drüoke den Werth 

59. V ^ ^/+/Wmf .V/i, 
der bekanntlich das kleinste unter allen möglichen Momenten des zu^ 
sammengesetzten Paares angr^^ 7relt;ht9M kleinste Moment alsdann statt 
findet, wenn die Ebene des Paares senkrecht auf der Bichtimg der dn- 
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zelneii Kraft genommen wird ; io kommt nach gehSrig ausgefShrter 
RedmuDg: 

WerApn non die Kräfte cVsi Systemes auf- die oben beschriebene 
W^me eiiiier beliebigen Drehung de» Bündek entsprechend um ihre festen 
Angri£bpnnot0 gedreht^ so kann man die durch den Buchstaben eo mit an^- 
gehängten Zeigern bezeicbnet^vi Winkel^ welbhe ihre Richtongen mit den 
beiden Hni&strahi6n bitden^ als bost^mdig ansehen, in so fern diese l>eiden 
Strahlen mit den iibrigen Sti^ah^en des BBndek unwandelbar verbunden 
gedacht werden« Es yerändem «ii^h also durch die Drehung nur die /^IVuh 
kei \(/, % Py von denen die bc^Uien forsten diOnen, um die Lage der durch 
die; bleidte Biilfostrahlen gelegt«^n Ebene zu bestimmen, vermittelst der 
Crteiefaiing: 

6L «in\I;sin9.a9 4»ÄO%^;8iBfl.y — cos 9.2 == Oj 

der dritte ((P)^er, um die l^age des ersten Strahles in ^eser Ebene, 
oder genauer die Neigung deg ersten Strahles gegen den Durchsohnift 
dieser Ebene mit der Ebene a^y^ anfsugeben« 

Einer nSheren BetrachtHiH dir Gleichnog <6U.) kann es niobt ent« 

geheQi dais die Winl^el 4^, 9, (p sic^ immer auf unendlich viele Arten so 

bestimmen lassen, dals 

02. ^ ~ 

werde, and ds^ mithin unzählige Stellungen des Systemes möglich sind, 
io wetehen dessen sämmtIMiQ Krittle AxxnAi eine einzige Kraft^. ohne 
Mitwirkung eines Paares, ersetzt wn^den konneii« 

Zur BeästimrauDg der Lage uqd Richtung dieser Kraff^ erhäifc man 
zwischen den Coordinaten rr, y^ z d|e GleichungeB: 

63. mz-^ny == Z^ 9^^U — My ly—mx = iV, 
welche mit einander vertragtidi sind vermöge der erfBUten Bediogimg 

Stellt man dich nun das System in einer anderen, ebenfalls der Bedin-* 
gungJ^=sO. genügenden Stellu»^ ^^^ zu welcher aJ;', <P\ ^' als Werthe 
von vp, ^, 9 gehören (' 8f> erh^l^ man eine zweite Resuitante, deren Rich- 
tung und Lage durch die diein ohigeh ähnlichen Gleichungen: 

39* 
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angegeben wird^ in weldien L^l' ^M'm' -^'N'n! zszO. 

Damit nun die beiden Geraden (03«) imd (04.) Bieb Mbneiden^ 
miifr seitli 

Die vollständige Entwickelung dieser Gleichung, die etwas weitläufig ausfällt, 
ist niebt eben nöthig^ um einzusehen^ dafs im Allgemeinen zweien beliebigen^ 
jedöob mit der Bedingung ^=0 verlrägUcheii Stellungeyi der KrSfte, nieht 
selche Resultanten zulipmmen , die sich in irgend einem Puncte schneiden.* 
} . . Die beiden HiU&strahlen wurdep bisher zwar mit dem Bondel als 
fest verbunden ragesehen; ihre Stellung aber gegen die übrigen Strahlen 
Vrar willkürlich angenommen« Fiir die Folge ist nun nöthig> in den Aus« 
drScken (53. --56.) fdr O, HV H'V ^y .... Z^', die BestimmungsstSoke 
der Stellung der Hülfsstrahlen von dep iibrigen zu sondern | weldie den 
Bergungen der Au%abe geraäls unwandelbar sind» Diese letzteren skid 
die Neigungen der Strahlen Py Pi^ P21 gegen einander^ welche sich vor^ 
laufig am bequemsten durch (PPi)» (^A)i (^x ^2) ^* ^* ^« bezeichnen kisseut 
Wird nun der Gleichformigkeil wegen gesetzt: 

so smd die Winkel^ welche der erste^ zweite und ein dritter auf ihnen 
senkrechter Strahl einschließen 

mit dem Strahle P; o/ öü'^ cü''^, 

mit dem Strahle Pii wi u/^ tßil\ 

mit dem Strahle P^i (ßiz ^2 oi^'V 

u. s. f. 
Es gelten daher zwischen diesen Winkeln folgende Gleichungen : 

!COS0ü'*+ COSOü"* + COSOt)"" ==1, 
cosc«rl*+ coscof* + coswP = 1, 
COSCo'cO86üi4-C<>S0ü''cO8COi -f'<5M^'''C03öü7 = COSPPi, 

!CO80iC+ COSO^'* + COSOü'/'* = 1, 

COS W COS 0{4 + COS Otr ' COS O^' + COS Od '' cosc«4" = cosPp2f 
cosot;icosc4-f-^^^^' cos oi4' + cos Gü|" CO8W2* = cosPiPa, 

!COSCÄ^-t- C0SCä^3* + COSW3"* = 1, 

cos oü' C08 6Ü3 + cos w ' COS o^' -f" CÖ8 ^'" ^^^ ^T = <508 PPz f 

cos üiii cos coi + cos <M>i cos oüi + cos «r cos (A)^' -= cos Pt Pzf 

u. s. f. 
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Sind uberbaupt der Kräfte n, bo fieclen zwiadien den 3 n Neigungs» 
wiokefai ihrer RiohtongeB gegen die drei auf einander senkrechten Hülfs« 
strahlen, 3/1— r 3 Bedingungsgleiohiingea Statt , welefae erforderlich und 
hinreichend sind, um die f^egenseitigen Neigungen der Kr&fte, wie ver« 
langt wird, unverfindert m erhalten* 

Werden nun wiedwdrd veranderliehe Wmkel ^^ fi i} eingeführt, 
und wm AbkSrsung gesetat^ 

% ^ r—coa^ sin {-)• siv^eosi^eos 1) = iT, 

sin^sin^ + cos^^JosJcosij = T, 
cösPiPj == cosPl\.co8PP2 + 8inPPi.8inPP,,co8>ji, 
eosPiPs Ä cosPP^.cosPPj + sinPPA.stnPPi.ooaifci, 

U» 8« L. 

PPi = ^15 PP2 = ^1^ PP^ = ^sr «lerhaupt PP^ = r«, 
so erhalt man^ den Au8dra<^<}n (39. — 41«) gemüb^ um den Bedingungen 
(9&.), (67.), (68«X u«8.f« in toller Allgemeinheit zu genügen: 
coso/ =s Gy QMOöf^ = JT, eo^o^" = sin ^ sin t)^ 
€086% = G 006^1 + FsinTi, eoscdr = iTcosTi-f-Tsinprx, 
cos cor st3 sin ^ sin 1) cosTTi 4" cos ^ sin 9} sin ^1, 

eosot4 =r Gcos;r2-}'''^^i^^2<^os^:^-f"^!D|^i^^^i>^^i^i°^2f 
COBO^ sss jroosT2 + 7^sia^2COs^24"^^^^^iQ']^i^^2^^2i 
eos eo^ SS sin ^sin 1) cos ;r2 -f« cos ^sin if sin T2 cos ^2 — <cos )] 8in;r2 sin ^^ • 
Eben so (ur die Cosinuii der übrigen Winkel a4^ 0Ü3 ^ u. s* u 

Die Allgemekiheit dieser AusArtidke ist jedoch in dem gegenwärti- 
gen Falle entbehrlich y weU. es nur darauf ankommt^ den Gleichungen 
(66r)y (OT«), r ..• . -auf eine gewisse besondere Weise Genüge zu leisten* . Näm- 
lich es werde als erster Strahl die Projection des Strahles P auf die 
Ebene der beiden Hnlfsstrahien angenommen^ so daJb der zweite HiiUk- 
strahl nicht allein senkrecht auf dem ersten, sondern auch auf dem Strahle 
P stehe 9 mithin coso/'c^O sei. Daher wird JITscO und mithin 

tang^ =5 tang^cos){. 
Dm dieser Bedingung zu genügen, führe man zwei neue verander- 
Kehe Winkel X und u ein, so bestimmt, dajb: 

sin^sin)] = eosX, eos^sini} c= sinXcose/, cosi) = 8in\sia(/> 
wodurch zugleich wird; 
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6 sEs sidA., F xe — ooiiA.cos£i> iC =r Q, 71 = siotf, 

coscoi = sin 2/ sin Ti, 
(oosoar ^°=^ co8r\cosT2H^sijiiKQO«(irsiMri^ 

Ico8Gi4= sin X 008^2*^ <^s\oe8>(ir 4*^:2) -sin ;r2y 
oosc4' = 8i»(2r4*^!^»siiiT2 
cos CO2' 5= ••»\ TOSÄ'a +«iH^A- 00s (n + 1'») . sin ^2 • 
Allgemein: ^ 

!co8 Wft = 8fiiX.eo»rn — co« \ «os (w + *ii) • »io Jr^i 9 
008 00^' = 8111(11 4*^)«c«B9r„9 
CO8C07 2= co8Xco«arn + 8iiiAco8(i/-f'*n).8inÄ'„, 
welche AusdrScke sich auch sämmtlicb auf trigonometrischem Wege 9 mit 
Hülfe der 2Seibfanung, sehi^ leioht ergeben. 

WerdieD' nu» die Klüfte zerlegt trarh dl^ auf einandw sankrechten 
Richtungen, von den^n die erste parallel mit Py die zweke senkre^t dar« 
auf in der Ebene PPi geliegen ist, und heifsen die Summen dw Seiten«- 
krafte p, f, rs 90 ergeben sich dafür die Ausdrucke: 

y SS >\ sin TTi ^ ^ P2 8in'^t^oas^*2 -f ^3 «»« ^3 ««•» *s+ • • • • 

r SS P2 sin TTj sini^2 4" ^3 »'«^i» sin i^j + . . . • 

ivelche sich abgekürzt schreiben lassen : 

74. p = SP„ces5r„, ^=r 2P„SJitTnC0S*„, tseb :EP,.sio^« sin ir«, 
wenn msoi nicht unterföfet cosTt)»!, sinToaBO, en^irianal^ sin.ii'issO 
anzoseteen. In demselben Sinne «et ancb: 

/ ÄP SPn«*nOW7r„ , 9' ä2P„^„ shwr« ci»*„v r^ s= SP.x, am^Tn 8i«*„, 
75. { /''=SP„yn««^«^ /' « 2P„yn«in;rn<»sir^, r'' » 2>p/.sioÄ"»8inJ^,, 

,^''^= SP„5n€OS5r„ , /"= 2P„r;,sinT„cosirnr /•'''' = 2P^i5^ sin »„««*«• 
H*ierdureh erhalt man an«' <&3.) — (56.)? 

ITT' «= ;i si»X — fowKio9%u^rc»XBmii^ 
Q' = y sinw + rcos«/, 

11" = peoBK-^ fnioKomu — r sin 7. sin Uy 
iX s=i p^ sinK — f^eosK coan -f r' cos X %m u^ 
Tt. V A^' =i ^'sinö+r'oos^/^ 



( y ssz p' cos K + ^' sin ^. cos w — !Mn ? sin u^ 



(T [=z p^^ mn K. -^ f ''ik>s ä. cos i^ r(« r^'<so% 7c «hii/^ 

78. }t^ =r y''8int/4-r"co8a, 

( i2? SS 7>''^ »in K — {7"- €onK cos «/ + r'^' oos h »in i/, 

79. ^Z' Ä /'' sin z/ + r'" oos z/, 
t^'' = y cos \ +y''' sin \ cos w ~ r'" sin \ sin «. 

In diesen Ausdrucken siud nur die Winkel K und u 4ls mibestimmt 
und veränderlicb, alle übrigen Griäsea «ber als unwandelbtr gegeben an- 
zusehen» Es sollen nun K, Uy d; ö se bestimmt werden, dafs vermittelst 
der Drehung das System der Kräfte und zugleich die Gbeue der beiden 
Htilfsstrahlen solche Steliu^igen im Räume erbalten, in welchen: 

erstens das ganze System der Kräfte dureb eine einzige Kraft ersetzt 

werden könne, mitbin >^ = sei; 
zweitens nach Zerlegung jeder der Kräfte in zwei Seltenkräfte, die eine 
parallel der Ebene des ersten o&d zweiten Hülfestrables^ die andere 
senkrecht darauf, die letzteren unter sich im Gleichgewichte seien. 
Unter diesen Uuau»tänJea wird ofTeubar die Resultante des ganzen 
Systemes der Ebene der beiden HülCBstrablen parallel sein. 

IKe Bedingungen, welchen die Winkel Tv., Zf, 4^ 9 unterworfen wer- 
den sollen, sind demnach folgende: 

80. n'^ Ä 0, 
rZ''cos-4/sinö + r'cosG = «^ 

81. {:X"cos9 +^^'sin4;sin9 = 0, 
|r'A»mv|; — -X'^cos^l; = 0. 
Ton den vorstehenden drei Gleidinngen (81 •) 'ist jede, wie man sieht, 
eine Folge der beiden andern. Yermöge dendben verschwinden in (57.) 
(58.) H", X'',T\ Z"; diese Grolsen fallen daher auch «us der Glei« 
chung (60.) heraus, welche ift>er^eht in: 

82. r = (n'X-nJK^)sin\|;sin9 + (n'r~nr)cosv|;sinO 

— (n'z— n^O«>sfl = 0, 

und mitbin unabhängig voii.(P geworden ist. 

Werden nun aus <82.) mit Hülfe der Gleichungen (81.) die Win- 
kel ;|; und 9 weggeschafft, so kommt: 

8^ x'\n'x-^nx')^T\ufY^\iY')j^z'\xvz-Tiz') = o. 

Diese Gleichung verbunden mit 11^^ =• dient zur Bestimmung von K u^d u. 
Es werde zur Abkürzung gesetzt: 
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• ■ * ■ 

P" 9—9" P^ ff '•'> -^ /^' '• = *". f " r^r" (fiB ir"^ 

\PP'^9^' •^-rt' « (?', 

\pp'"-\-99"''\-rr^" ^Q"\ 
so erg!ebt isich: 

WZ—UZ' s= ^"' 8ÜI X sin «--*"' 810^008« —3-"' 008 ?v. 

Wird aus diesen Ausdrüc.'(Hi cos 7^ mit Hülfe der Gleichuog n'^aaiO oder» 

87, p cosK SS (r wk u — ycosu)auh 
weggeschafft, so kömmt zunächst: 

A;(n'X—nXO « [(/!§'— r«-')8lnK4.(yT'—/JJtOco8«]8inX. 
Nun ist aber, weil nach der aBgenomracnen Einheit der Kräfte p^-^^^-^r^ss.tf 

P^—rw' = Q'9—9't 
gTr'^pt 5== Q'r^r', 
Mithin 

f Kn'X—nX') SB= [(OV ^fO 8im/+((?V — OcosaJsinK, desgleichen 

88. J/>(n'y— nr')==[(Ö'V— f'O «in« +(<?'''•-- '•'0«>««]«n?^ 

(/»(n'Z—IlZO = [«?"V— /") «o« + ( (>" V— r "0 CO»?/] sinTl. 
Anf ähnliche Welse erhält man) durch Wegsohaffung ron co8\, aus 

(77.), (78.), (79.), 

— pX" as (^'co8ö4- i' sin «) sin A., 

— /> Y" « (^"oos»+ *"8ini/)sin\, 
—pZ'* zm. (^'" ooBU 4- k'"»lniOtanK, 

Es ergiebt sich daher zur Bestimmung Ton u, nach Weglassung des un« , 
bräuohbareu Factors ünK\ aus (83,) die Gleichung: 

I(^'co8i/+ Ä:'8inw)«C)V — rOoosi/ + (0'j' — /)8tnw)\ 
4. (g"co8e/+ *''8ini/)((i?'V-^ r'Oeostt + cQ'V — Osin«^)} =«• 
+ (p'"co8w+*'''8in//)(«?''V~r''0co««^ + (C>''V -/'O«»'')! 
Die Gleicfalliilg der Ebene der beiden Hfil&strahlen (61 •) war: 

8iki;j^8in9.ar + C08\p8in9.jr — cosd.^s «3 Q. 
Werden aus dersdben vermittelst (81.) <lie Winkel \|; ubd ^ weggeschaflE^ 
so kommt; *.. 
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verxniSge (89.)? 

ZuCol^e dieMt Gletohuog faSngt ^ Lage der Ebeoe dar beicfen 

Hnlfrsfaaihlei^t wd^h^ ^^^ durch j& Fnittieln i(^*) (8|«)# (62.) ausge- 
druckten Bedingungeii 6eii8ge leistet^ ron dem Werthe von tangc^, dieser 
aber nach (90.) von einer quadrafisohen firleiohung aih» Min darf datier 
icbliefseni dab es im Allgemeinen zwei rerscbiedene Shenen giebt^ weldm 
den gestellten Anforderangen getragen ; dab diese jedoch in eine einzige 
zusammenbllen konpen, wepii die Wurzeln der Gleichung (90.) (d* u die 
Werdie von tangz/) einend w gleich aind| und dafs sie auch beide fehlen 
können^ veon die Wurzeln der Gleichung (90.) fehlen» Sobald es aber 
geiiogt, den Winkel u au8 der Gleichung (90.) zu besfiimnen^ so üefem 
die GleicbuBgen (87«) | (81.) immer brauchbare Wertbbesfimmnngen für 
Ky vp^ 9« Durch Einsetzung der Werthe vpn \ un^ um dje Gleichungen 
{^^)f (7i.)9 (72«) erg6|ien sich sodann die erforderlichen Stellungen der 
sämmtlioben Kräfte des Sjstems gegen die Ebene der beiden HiUfs« 
strahlen (91,). 

Man bringe nun die Kräfte des Sjrst^mes und mit ihnen zugl^'ch 
das Bündel , ihrer Richtiiogsstrahlen in die oben bestimmte Stellung gegen 
die Eheuo der beide» Hüif^atrahteu^ deren Lage durch die Gleichung j(9K) 
gegeben ist^ und erricjbte aus der Spitze des Büpdels ein Loth anf der 
genannten Ebene. Da nun die Bedingungen, von welchen die Stellung des 
B&ndels {^egen diese Ebene abhängt , den Winkel (P nicht enthalten , und 
mithin dio Lage der beiden auf einander senkrechten HHKss'trablen in ifarw 
Ebene willkürlich bleibt; so werden dieselben audi dann noch befriedigt 
sein« wenn das BSodel beliebig um das erw&hnte Loth ab 41m eine feste 
jLce gedreht wird, und mit ihm zugleich die Kräfte des Systemes ihre 
Richtungen auf die entsprechend^ Webe verSndem. Es wird 4aher das 
System während der ])rehung nicht aufhtfren ^ne Resultiuite zu haben, 
und £e Richtung derselben, auf derjDrehoiifwan^des Bnndeb fortwährend 
senkrecht fein. ffSr ^ L^e dieser Residtante getten die Gleiebungen 
(63^), in wdchen zu setzen ist: 

92. / = Ug^+nX m ^ n*+n'/, n =:IIshi^sinfl.f II ccs^sind, 

/La Zk + Z^/— rsin^ sinfl — r'^cos ?> sin 6, 
93. \Mz^ -Xain(Psinö+X'cos^sm9— Z^— Z'/, 

Crellef Jirnrnal d. M. Bd. XIT. Uß. 4. 40 



KlS 2i^ Minding y ÜStr einen lHJÜHitpuäci nioht purmikter Rraße^ 

% 

welche Ausdrucke^ weil u, \, \^ ^ beBtimiDte Weiiiie habeo. kein ander«» 
imilkiifRches Element ab (p enthalten«^ 
Nun bemerke man^ ebb 




X eoBpün S-^X'tm^fia t^ Zf-\- Z'f, 

rf—rg-xt+x'f, 

Beteaobtelr «naB buh da& System in zwei Tencfnedenen , den Winkeln 
and (P-{'P' mtapreohenden Stelluogeny f&t welche aber die Werthe von 
j\if u, ^f d auf die angeg!e1>ene VT'ase bestumnt und genau dtnselbpr^ sind^ 
xmä bezeichnet mit 1% m% n% L\ M\ iV' die dem Winkel (D 4- (D' znge- 
k^Si%eD Werthe (92.^ 93.) ven l, m, .,.. If} so ergiebt sieb 

/'s= /i^(P'+|^8in(PV W = 171008^4-^^ «in (P, 

Werden ferner diese Wertbe in die Gt^ebimg (d5,) gesetst^ welche 
•^lie Bedu^Dg awdriickf^ die not big kt^ d«mit die b^den Resditanten sieb 
sehneiden^ so geht dieselbe^ weil 

aber in die Gleicbimgf 

dtp ' <i9 ' dg» ^ d9? ' c/f' ^ d(f 



w. 



ode? köraser: 






welche ^gü «t^lbtt FieüSed^ lut^ fieH der Wef4^b von i (82.) iwi (P mcht 
aUbangt« 



21. Min ding Über einen JÜätelpunc/ nicKt patolkier JÜraße SOV 

Da nun wlAreni? der OnehaDg dm S/ert^mes die Resukanten der 
iasten Ebene X9l*) irtets paraHd iileiben ^ und ürh , ^ie eben bewiesf^m, 
gegenseitig sebneiden^; «e liegen «ie alle in einer der £bene der beitlen 
nSIfftstrahleo (OK) paralldea £b«iey welche ron auu an die Mittel- Ebene 
Jte» Systemes genannt werde» mAU 

Um die Coordinaten .^es Surdiacftnittapuneial zWeier Resudtänten 
sn finden ^ «ttii& man die "Crleldiuiigen <6$.) und (64*) zuiNimmeiinehmen* 
Bie GleidiuRgett (64.) ^geben :^er^ Terofoge der Formeln <97.)^ fiber in 
die foigendenf^ 

^o dm- ^n- ^L 4fn— Jl^ dM dl -^ .dm-- dN 

</y c/y^ dep' d(p .dif^ ä(p^ ^iy^ '^9 dfp 

Dieaq veibnttden- ibit (63u) gebeo^ 

-/ dl ; </n\- ^^^fZ , dM 

X^'T^-^T^J^^^dv'^^'W^ 

\\ d(p ^^>' dxp dfp ^ 

(^dn ^dm\'^ Y ^w dL 

dfjp 'dgjf jdrp dtp 

Durch Einsetzung 'der Werthe 4w AhleittiiJkgen aus (04.) ^ (95.) wird mit 
Rnlfb der Gleichung /^s: 0(82.) «rhaken: 

le = nx+n^A'-crr^y— nr) cosfl— (n':z— n-z^><Ä^^^ 
100. ^y Ä nr+n'r'+(nrr— n^o^sö+cn^-z— nzoei^ 

I = nz+n'z'4-(n':K~nxocos^8iö9-^(n'r~nr)wD4;8m 

Nun ist in Folge der Gleichungen (76.), (77.) , (87.): 

(pH s=z\p^ -f- (r sin II —y cos tf)^] sin 7y^ 
pX s= {/?;j'-|-(r8ini/ — f co8ii)rr'8ifiö — /oosii)]sinÄ., 
IT' = 7 sini/ + /• cos «, -ST' =i /sin£i + '*'c®*^» 
102, /?' = «in7^'[/>^«-j-(r8iu« — ycostt)*]. 
Yennittelst dieser Ausdrücke findet man: 

nX-f n^-X' = pp' + y / + rr' = (?'. 
.Auf ahnliche Weise wird erhalten: * 

Die Ausdrücke (LOO.) 'lehren, dafs <dtjie Ceordipaten des Durchschnitts* 
puuctes zweier beliebigen Resultanten unabhängig Ton ^ sind, undf dafs 
mithin die sümmtlicheu Resultanten, welche den durch die gefundenen 

40» 
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Wertbo ron ^^ &f Kf u beMhntaleo Sie Bu n ge ii des S^Btemes entspreofaeo, 
sich ia einem und demselben Funete tre&n. Dieser Punet kann einMit- 
telpuBCt des Toi^l^eo Systeme» niofat paralleler Kräfte genannt tr erden ; 
die Bedeutong eines Mhskea kommt ihm jedoch nnr for i^ne bestimmte 
Stellung nnd eine dannt zosattmieiAängende Drehung der KrSfte zu^ und 
ist daliev warn sebv eingeschränkt« 

V^fd mm diü s h diesen Pnnet eine Ebene gelegt parallel derE3>ene 
der briden ffiflfinttitfen (M«)f so ist diese offenbar diejenige^ for weldie 
weiter ci>eQ der Name Büttel -Ebene gewählt worden nt« Die Gletdnmg 
der Mittel -Ebene ISfist sieb daher, wenn unter 4^ und 3ire bestimmten 
Vertbe rerstanden werden^ sehreiben wie folgt: 

_ _ * 

I04« 8lnx);8in0(a? — flr)-f-cos4^sinff(y— y)— eosfl(« — z) = 0# 

\f erdm m diese Gleidiung die Werthe (100.) tob Xf y, z eingeCohrt, so 
geilt diesdbe in die folgende über: 

sm\|;sin6(«-^QO + cos4^sine(y--C^O— Ms0(»— <y'0 = <>• 
Oder 

1Ö5^ (f'cMU + *'sittö)(«^ QO + (^''cos u + if 'sin tt)(y — Q") 

'f(j"'oosii + *^'sintt)(«— Q'") = 0. 
lEs geht daher die MittsU Ebene durch den festen Punet, dessen Coordi- 
naten Q\ Q'\ (^ sind ; und da diese Folgerung für jede der beiden Mittel- 
ebenen gSltig bt, welche rermoge der quadratischen Gleichung für tang u 
(90*) dem Systeme un Allgemeinen beigelegt werden müssen, so ist zu 
sehlieisen, dals der in Rede stehende Punct in ihrem gemeinschaftlichen 
Durchschnitte liegen tckuh. 

Werden die Ausdrücke für die Coordinaten dieses Pqnctes entwickelt, 
. indem man die gegenseitige Neigung zweier Kräfte durch die Yerlnndung 
der diese letzteren bezeichnenden Buchstaben andeutet, wie schon oben 
einmal gesdiehen ist, so erhält man z. B« die Abscisr^e Q'i 

in welchem Ausdrucke zu besserer Übersicht der sonst der Einheit gleich- 
gesetzte Nenner hergestellt ist« Die Werthe von Q'\ Q'^' werden durch 
Vertauschung von x mit y und mit z erhalten. 

Nimmt man nun für einen Augenblick die Kräfte des Systemes als 
parallel an, so wird cosPPi, cosPPj, und überhaupt cosP^P,» gleich -f-1 
oder — 1. Man kann jedoch die negativen Vorzeichen in di^ Factoren 
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P^ Pi9 ^2^ •• •• angemessen verlegen^ und unter dieser Voraimieteung alle 
Cosinus als der positiven Einheit gleich ansehen^ ifFoduroh sidi der besoa« 
dere Werth Ton Q* ergiebt gleich : 

* -|" Px -|- P^ -f- • • ♦• -p Pn 

welcher Ausdruck zeigt, da& der in Rede stehende bemerkenswertlie feste 
Punct für parallele Kräfte der Schwerpunct selbst ist. 

Wird nun zur Tereinfachung der Formeln dieser Punct als Anfang 
der Goordinaten angenommen, so ist Q^ssO, Q^^sss 0, (^^'s»0. Wird fer« 
ne^ gemfifs (81#) gesetzt : 

107* 8m\)^sm8sc:-2^, cos4;8ui6 = -^, €0b9=ä — -g^, 
so gdien die AiisdrSdce (100.) ober in die folgenden: 

Nun sd zur Abkürzung 

109/iSs= /r^' cos w + ^sin i/y+(f ''cos II + i'^sin 1/7+ (^^^^ 

so iirird nach (89.) pUssS.tinKf 

Man setze diese Wert^e in (lOS.) und schaffe noch vermittelst (88.) dia 
Budistaben IT^ X, T^ Z fort; so kommt^ mit Beibehaltung von Q'^ Q'\ Q^'^: 

— {f cos i/ + *''sin u) [( (?'' V— y' '0 cos « + «?"' r— r''0 sin i/]] 
und ähnliche Ausdruck» für y und Zw 

Wird der in Klammem eingeschlossene Factor der Kurze wegen 

mit H bezeichnet» so ist ar s^-^^ — • H. 

.S.p 

Es ergiebt sich durch Ausfiihrimg der Rechnung: 

+ [/^ (*''Y— *'' ?''0 + '•(«•'''*''--•«'''*''')] »in ti' 
Nun ist zufolge (84*): 
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/>sr"+f4"+rf "s=s 0, 
Mün kann, den beiden letzten dieser Glmchungen zufolge, setzen: 

113. J^SP^'-f = ^"V~^'V, 

venu tt)i( ^' «in «edh uub^uuiMlvr Factor bezeinboet wird. Wird nun, 

iM<?Uülfe der Werthe (84.) von -i •, k'\ ^", f, der Ai»drucli t'''^"—*"^"' 

entwickelt, tind durch p gethoiit, «o ergiebt «ich 

114. ff^'^p{(i"'r"—q"c*^*)'>tf{p"r"^—r"p"')'^r{ti"p"'—p"q"'), 

HierauH f«lgt voJt*»r 

H SS -«r'K/>'i~9*)co8i«''4-C^'+r-)8in«'~2rf8inwco8tt] 
oder 

H a» W \jt Afir s«n u ■— f cos ö)' j ; 

mitbin nach {^^^.M 

115. //«nX» =r ^/^*y=. 

Mau erhält fol|>tich 

116. X = '— = XT'-- : ' 

Es ist abemaoh (102.)^ (109.): 

welcher Quotient 7\ i^ie man sieht, nicht tod «inu und oosu^ »ondern 
leiiiglich von lang u abhängig Ist« 
Man 0rbalt folglich 

liVird nun gl^iotiHeJJs gesetzt^ 

119. ff'''z=^p {<]' r'^'^T' /'O + 7 (rV"'- r''>0 + r(/">'- f >'V)^ 

120. ^'''V— />(?'V~r^y')4.y(rV-^y') + '-(;'V 
so ergiebt sich auf demselben Wege: 

121. y = fP"' yfT, z « //^"' vT. 
In dem Gange, der Aecfanufg^von (107«) an, ^nd mehrmals ^^weideuttge 
Wurzel * Ausdräckß vorgelMMWien.; die liutenirichuug ihrer dopf^elten Sei« 
-^hen iaber Absichtlich bis zum Schlüsse der llBchoung versohobeo wordeii| 
welcher zeigt, dab jede der Coordinaten x\ yp x* zw«i vtrscbiedene Wertbe 
habeo kann, 



122. W*^'^«^ i=+^v^i y«=+^'v"3^> zz^'^^^'^rK 

(oder li^^m^Ty y^^JV^\r^, «Ä-JS^^^/lf) 

denen zusanimeii zwdl verschiedene P^note in der MMel-ISbonei gelegen 
in dner durcb den Anfeng der Coordinaten (den Ponot (y^ ^\ Q^'^ in 
105«) gezogenen Gerndeiiy iiäd £U beiden Seiten gleidi weit von 4elii8ltl-« 
ben MitlMit> zugehören. Dieses kann auf keine and^e Welse ^kilM 
Werden ^ «is dafir das System^ in Bezug auf jede der b^eii Mittel «Eb^ 
nei^ zweMr verschiedenen Steltmigen ffibig eein miifs» 

Um dieses in helleres Licht zo setzen^ nehme man den einer Wur- 
zel tangtf der Gleichung (90.) zugehSrigen Winkel u klemer ab zivel 
Rechte; so sind eos^/ und sintf nicht aUeio derGroIse^ sondsfni ailch dem 
Zeichen nach vollständig bestinmit^ und die Gleichung (87*) gidit einen 
Werth'for tangX^ dem die Winkel K und t+\ angdiörCnt Wlr^ von 
diesen der erste (K) genoinmeny so erhalt man zur Bestimtmndg derftich«* 
tungcor Air KMifte P^ P^^ P,^ .... P^^ in BezMktmg auf die dr^. Hnlfii- 
^rtcaMen^ d{6 Werthe von cosoo^^ cosct/^^ u» s« f., aus den Gleioboiigeii 
;39»), (70.), (71.), (72.). Wir<! du^egen statt X ^mitzt ä*+\, soköMnt, 
denselbte GMtehungen zufolge : 

W;f. coso/ es — sin?, cosco" == 0^ ooseJ^ sfa — cosT^ 

70 + i<)Mu)l «SS — sin Ä.cos;ri + ^os Kcos II sin Tiy^ <Mifcf ±3^ shitfsiii^i^ 

fcosoi)rs=^ — oaSXcösTi— »inA.8iaTiCOSii, 

!cosa>^ = — sinXoosir,»+oos/N.coH(e/ + ^«)/0^Q^iit 
008(0^' :p=:irin(£i + ^n)*sinT,p» 
oosaC' e=---cosÄ.cos«^,--sioXco8(ii +0.^nr„». 

Tergleidit mui die Werthe der Winkel w!^ djt* ».•• aus diesen Foiv 
mein mit denen aus (69.) bis (72»), so zeigt sicb^ da6, wen» die Rieh-» 
hing irgend emer Krafi^ z*B«^ P„, mit ^den.drei auf einander seukrecbten 
Hnlfrstrahlen in der einen (ersten) Steffung die^ Winkel uf^^ i$i^p uii!^ bil« 
dete, dieselben Winkel für die fvndere (zw^le Stellung übergeben io 

■ »40 Mf • 

fifiese lieiden Stelkiogf»! sind aber rrt^iatfichi too eidBodisr versclne- 
den^ well lAe eine am der ändert nüefat durcfah ^e fivehiM^; «II de«^ 
dritten fothreohten Striahl o^^rdie Ai^e der Mittel-Ebeiye erzengl weidM 

knQn, da eine solche die Wink^ ia''\ c^r. ^\ ^ saRttitlMi imvtnrw 

ändert lalst» .Vielmehr entstellt die eine dieser Stelhmgei» aim ^ler andern. 
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\f enn das Bündel um den zweiten HBlfsstrafai als um eine feste Axe eine 
halbe Umdrehung macht« Als zweiter HSifsstrahl aber kai^i jede belie» 
bige Gerade I welche in der IVlittel;* Ebene durch den Anfang der Coor« 
dinaten gelegt jlst, angesehen werden^ wenn das Biindel so stefat^ daCs 
die Projection des gegen die Mittelebene tmter dem Winkel +K geneigt 
ten Strablea P (als erster Hfilfsstrahl) senkrecht ist auf depi angenomme- 
nen zweite» Hülfsstrahle. 

Wird statt u, ;r + ^ ^^ ^r zu fang a gehörige Winkel gewählt^ 
ao tf h&lt m^n aus (87^) statt K entweder den Werth 27r—Ky und 4a- 
mit eine Stellung , welche sich aus der als erste Stellung bezeichneten 
(69« —72») durch eine halbe Umdrehung des Bündels um die Axjb der Mit- 
teU Ebene ergiebt; oder den Werth ^ — A., welcher einer halben Um- 
drehung des Bundeis in der zweiten Stellung (69. f u. f.) um die Axe 
der Mittel -Ebene entspricht» 

Zu jeder der beiden Mittel -Ebenen gehören also zwei f^erschijsdeiie 
Stellungen des Systemes^ deren jeder ein Ptmct als geiißeinachaftlicher 
Durchschnitt der Resultanten entspricht.^ Es ergeben steh daher zwei 
Paare von DurchschDittspunctec , von denen das Aue in der einen , das 
andere in der andern MitteU Ebene sich boGoflo/j muU» Werden ruio 
die Puncte jedes dieser beiden Paare durrh eine Ott^aJc vcrhiinden, so 
erhält man aus (122.) die folgenden Gleichungen dieser Geraden; 

123. 7- = ^ 



in welchen kein u mehr vorkommt^ und die mithin eben ao wohl fSr die 
eine, als für die andere Gerade gelten müssen } woraus zu schlielsen ist^ 
dafs diese beiden Linien^ und mit ihnen zugleich die beiden Paare von 
Durchschnittspuncten der Resultanten ^ in den Durchschnitt der beiden 
Mittel - Ebenen fallen^ und zwar so, dafs die Puncte jedes Paares zu bei* 
dea Seiten gleich weit vom Anfenge der Coordinaten abstehen^ . 



Obgleich im Vorstehenden die Untersuchung mehr nur eröfihet, ds 
wirkhch ausgeführt ist; so bin ich doch durch anderweitige Beschaft^im- 
gen genöthigt, sie hier, unter Vorbehalt künftiger Wiederaufnahme, einst"^ 
weilen abzubrechen. \ur eines gewissen be»ondereu Falles soll noch in 
Kiirze ermähnt werden. 
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Wenn nämlich sfimmtKohe KrSfke des S^emei eSoer Ebsn« paral- 
lel sind, so wird ia d«n FormeLi (75.) 810^2=: 0, siBA]S:9 0, und über- 
baupt 8init,=s0, imtfain rs=0, r'ssO, r"a=0, r"'=aO, udd aach (84.) 
*'5=s0, it"s=Q, *'"=s:q, »^=0, 3r's»0, T'"s:?.0. Die GleicbuDg (90.) 

# 

geht dann über in die folgendes 

124^ iuni{C08£/ SS 0« 

Wird min erstens coscissO gesetzt, so ergiebt rieh ans (lQ5.) die 
Lage der Mittel - Ebene als unhestimmt^ was uch anoh leicht vorhersehen 
liels. Nämlich in jeder Stellung des Sjstemes, in welcher dessen summt- 
liehe Krüfte durch eine einzige ersetzt werden können 9 oder welche dw 
Bediogungsgleichung ^ssO (82.) GenSge leistet, ist auch .eine Mittel- 
Ebene Tor banden, welche den sämmtUcben Kruflen des Systemes parallel 
sein wird» Alle diese Mittel - Ebenen gehen durch einen festen Punc^ 
(Q'9 Q'^ 9'^0> ^^^ wieder als Anfang der Coordinaten soll angesehen 
werden« Die Gleichung einer solchen Ebene ist alsdann folgende: 

Vlhm sin4'8in6.ar4'<^M*l'^o^«7'~^<^88*«^ ^^^ % 
in welcher ^ und 6 durch die Bedingung ^=0 (82.) mit einander ver* 

bunden sind^ welche in dem vorliegenden Falle, da vermöge (87«)9 (88.) 

n'-x— njt' = p', n' jr— n v = f^ wz^uz" = f', 

Sbergeht in 

r26, f'8iuT|>8in9 + p"co8x|;8in9 — f^^cosö = 0^ 
M'ird aus (125.), (126.) 9 weggescbatR^, so kommt: . 

127. ^''sin\j;.jp-f"f'''co8-4^.y === (^'sin4'+f''co84^);B, 
als Gldchtiiig für alle M'ttel- Ebenen, welche der Annahme co8 2/ = ent*« 
spreelieo« Setzt man u\m die beiden Gleichungen: 

128. j'^'a?— ^'ä =0, ^^''y—^^'Ä = 0, 

so ergiebt §ich eiu(5 hrmc, v:<cb'3 olFoi^bar in allen Mittel -Ebenea (127.) 
zugleidi liegt, und mitbin ihr gr^melnKchaftlicher Durchschnitt ist« Die 
sSmmtilichen Dnrbhschnittspuncte der Resultanten in allen diesen l^rttel- 
Ebenen werden bestimmt durdi die Coordinaten t 

i a? =5 -— ^'' 008^ — jf '" cos v[; sin i, 
129/ </ 5= - f'co3? +p'"8invj;sin^ 
(« s= f' cos \^' sin 9 — |^'^dinv}i8}n9, 
zwischen welchen durch Wegschaffliog von vp und 9 die Gleiciivtr;; 

130. (x + e/J+^"'z = 

Creilcs Juuinul d. M. Bd. XiV. fflt 4. ' 41 
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gefunden .wird^ wdelitf ellier dvfcA jbn ADfaog dtdr Coordtüateo gelegten, 
auf dem Di^ehscbnitte aller Mlttd- Ebenen (128«) senkrechteo Ebene an« 
gehört« teräßr ethSlt man aus (12^.)* 

also zufolge (126.) 

. 13L ft\äfcf"+^''' + ^^ 

Die sSnmitllchen Durchsdbttfttspüncfe der Resultanten fair die ver- 
sühiedeneb MfitteU Ebenen liegen daher in dem Umüemge ^aa> Kreises 
vom Ralbtttener R (13L), desseti Ebene (ISO*) senlbreAht ist ayif dem 
gettcansübaftlichtti Düftofaftöbniite (128.) aller Mittel -j^ienen^ undP Wie die- 
ser, durch den Anfang der Coord£riaten geht. 

Wvd zweitens sin i/ = gesetzt^ so ist nach (76.) • • • • (79.) : 

" il' = 0, X' = 0, r = 0, z' == 0; 

folglioii nach (lOO.), (103.) (da Q' = 0, Q''»Oy Q'^'^O angenommen 
worden) • 

t32. i^ SÄ 0,. r = 0, J = 0» 

Zur Bestimmung der Lage des STstems erhält man femer aus (87.)^ je 
Vi. nachdem «=»0 oder ir = r gesetzt wird^ tan^KsÄ — ^ oder tangKss 

+ -^. Die Gleichung der Mittel- Ebene (105.) wird in diesem Falle: 
^ 133. Q'x^fyi'^'''zt±zO, 

und zeigte dals diese Mittel -fibene mil der Ebene des Kreises ^vom Halb- 
messer R (130.) zütommenÜillt^ dessen Mittelpudct zugleich der einzige 
Durchschnitt alle^ in diese Mittel- Ebene fallendeii flesnitanted ist» 

^ Das ErgebnÜs lälst sich etwa in folgende Beschrailfting msam- 

menfassen: 

^ Die sümmtlichen eiasefaien , d.^ fa. von einem Kraftepaara nicht be- 
gleiteten Resultanten ^ auf welche ein System | dessen Kräfte alle einer 
Ebene parallel sind. In uasiäh% vielw seiner verschiedenen Stellwogen 
sich zurückfuhren Ifibt^ bilden, als gerade Linien betrachtet ^ eine stetige 
Fol^e von ebenen Strahlbiischeln , deren Ebenen sich in. einer gemein* 
sciiai>Ho!ieu Axe durobscbueicleo, und deren Spitzen in dem, Umringe eines 
Kreises liegen , dessen EI>cne senkrecht auf, nnd dessen Mittdpunct in 
lener Axe gelegen ist. Milfaid bilden auch dto In der Ebene dteses Krei- 
ses Hegenden Resultan^^^n einen neuen StrahlbSschel, dmen JEUJtpiie senk« 
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tetht auf denen aller fibrigen «tebtV und dessen Strahlen in dem IVlittel;- 
pubcte jjenes Kreises zusammentreffen« 

Oder kSrcer: Wenn das in Rede «iehende System so ge« 
a|olIt istt dfifs die sUmmtUnheh Kräfte desselbep durch eine 
einzige 'ersetzt werden kofliien^ so geht diese immer durch 
den* Umring eines gewiitsep festen Kreises und ein auf der 
Ebene desselben von dein MIttelpunote aus errichtetes Loth. 

Werden nun e&mmtliebe KiSfte einander paraUel« so hat das Sy- 
stem, in jeder Stellung eine Rissultante; jede durch irgend eine Resultante 
gelegte Ebene ist dne Rfittel • El>ene ; *nnd indem ^der Halbinesflier des 
Kreisesy m weldiem die Durchschnittspuncte der Resultanten «Ich befan« 
den^ verschwindet, vereinigen sich alte Resultanten in seinem Mittelpimcte« 
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:■ 22. 

Über die Auflösung' deif numerischeii GleiehuDgen 

mit Einer '^Unbekannten. 

.- ^ • ■ ■ • . - . ' 

(Von H«rtQ Dr> Da-kam, Proft ord. an der UniVeraität «o Berlin.) 

{Em A\ifziig sau «inflr, am 7. Mai d. J. inMer KdnigL Akademie der Wiasensebaflteii gehaltenen 

Yoclesong.)' 



^ • 1. 

JDekaDntlich ISlst sich die Losung der allgemeinen , die BestimmuDg äet 
Wurzeln einer gegebenen numerischen Gleichung mit einer Unbekannten 
betreffenden .9 Aufgabe auf die zweier anderen , und zwar der beiden foW 
gendeni zurückfahren: 

L Die reellen Wurzeln einer gegebenen numerischen Gleichung 
mit einer Unbekannten zu trennen ^ d.h. für eine jede» derselben zwei 
Grolsen, Grenzen genannt 5 zu ermitteln , zwischen denen' sie ^allein ent^ 

^ " . • • ■ • * 

halten sei. 

II. Vermittelst der gewonnenen Grenzen den Werth der ent» 
spreciienden Wurzel mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit zu be« 
stimmen. 

m 

Die erste dieser beiden Aufgaben als geluset vc rausgesetzt > besitzt 
die Analysis hinreichende Mittel, auch die zweite zur Erledigung zu brin* 
gen. Was aber die Lösung von jener selbst anbelangt, so ist die« 
selbe mit solchen Schwierigkeiten verbunden , dafii sie bis jetzt ^ aller auf- 
gewandten Bestrebungen ungeachtet , blolk mit Bezug auf die algebrai- 
schen Gleichungen, zu einer voliständlgen Erledigung hat gebradit wer«- 
den kSmen. 

Die erste Lo3:ing dieses Problems verdankt die' WÜssenschal); Le-« 
grange. Derselbe fordert, unter andern, die Bildung einer HSlfeglei*-' 
ehung, deren Wurz^^in die Ouadrate der Diiferenzeu von je zwei der 
^VMP2#ijß der gegebenen Glo5*^hung seien^ — eine Anforderung, deren Er-* 
fo^Vmg zwar stets möglich ist, jedoch zu sehr weitläufigen Reehnunsen 
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. fahrt, 8ob^ der Grad der gegebenoD Gleiehimg nur eioigermafseii be^ 
« dfiditlich ist« 

l Die «weite Lösung des attigeregten Problems ist Fourier zu veiv 
danken. ' Die betreffende Methode fordert die Bildung einer Reihe von 

- » - • 

HSIfsfuiictionen mittelst des anfachen Prozesses der Differentiation einer 
gans^n Function, und umgeht dagegen die Bildung der I^ag ran gesehen; 
wie aueh, wenn man^ den besondern Fall, wo zwei oder mehrere auf 
einander folgende Glieder )ener Reihe fSr einerlei Werth der Verändere 
liehen rersoh winden, ausniormit, einer jeden Holfsgleichung, gfinzlioh» Die- 
selbe ist eben deshalb, fBr die Anwendung ^ui^ vfeles bequemer als di<e 
Lagrangesche Methode* * 

Die dritte Lösung der in Rede stehenden Aufgabe ist die Wissen- 
schaft Herrn Sturm schuldig» Dieselbe verlangt ebenfaljs die Bildung 
einer Reihe von Hülfsfunctionen ^ ond zwar nuttdst des Prozesses der 
Division zweier ganzen Functionen, und umgeht dagegen gleichfalls die 
Bestimmung ^ der Lagran g eschen HüHTsgleichung« Wenn gleieh mit Be- 
zug auf die Bildung der Hiilfsfunctronen weniger einfach, aU die Fourier« 
sehe N^höde, hat. doch die nach der Stur mschen Weise gewonnene 
Reihe y (Kr >den fernem Losungs* Verlauf, ihre Sbef wiegenden Vortheile 
V vor- jener«* ' 

Keine von diesen drei verschiedenen Lusungs« Methoden istj ihren 
wesentlieh^ti Stücken nach, von der Art, daCi ihre Anwendbarkeit noth- 
weord^erwetse auf die algebraischen Grleicbungen beschränkt wiire« Viel- 
;: ^melir Infsi sich eine jfede derselben iils Folge dnes Haupt-* Lehrsatzes be- 
traditen, der %ir Bedingungen beruht, welohea in dem Falle,* wo das 
ffiij^ Null verglichene Glied der Gleicbung eine ganze Function bildet, 
streng allgemein, auberdecVraber ndch in einer unbegrenzten Anzahl an« 
dei%r Falle, entsprochen werden kann. 

Rücksichtlu^ d^/r I^a^r angesehen LosuhgH- Art liogt dics'ei^llaupf«? 
Lehrsatz sehr nahe« Was aber die. Foiirierj^ha. uad f|tQ StUrmsehe 
Methode anbebogt» so isf die jSrmittelung der 04gitsprechendeu Salze mit 
mehr Schwiariiikeiieb verbunden', uöd hier deshalb zum Ge>!Onhfaud ei- 
ner Abhandlung gemfifcht worden« (Xeselbe wird vielleicht . da^u dteu^^n 
künnen, die Grenzen- der Anwendbarkeit beider Lösuni^sneisen mit der 
zugehörigen Scharfe fnMtztisTelfcn; was um so weniger oüme Interesse sein 
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dürfte^ ab in dieser Boriefaimg ober die Fouriertiehe Methode bereits 
ErSrterungen statt geftindeti haben (vid. Journ; de tEcole P^yt. Cah. 
XIX. ^ pa£;.382.i MSmoires de PJcad. d. ßciences Tp/nX., 1831). 



'Die Abhandlung serföHt in zwei Abschnitte« Der erste Abschnitt 
hat die ErnätHmig und Begir^dung der hier In Rede stehenden Haupte 
Ldurafitze mm Gegenstände« Beide sind hypothetischer Form, und setzen 
die nut NuH yerglicbene FnnctioQ, w^enigstens innerhalb desjenigen Inter«- 
valb Ton iMssonderen Werthen der ursjprSngliGlhen iFerflnderiiclien ^ zwi* 
sehen dessen Grenzen die Wurzeln bestimmt werden «ollen ^ als Hsonti- 
nnirlich ^ und überdies noch ein^ endliche Reihe von Functionen vor« 
aus, die |ene gegebene Fimetion selbst zum Aufangsgliede haben^ und deren 
übrige Glieder 9 iOiN>fal »it diesem Gliede^ als miter <9nander, !n €»nem 
gewissen, liHher fiestimmten Zusammenhange stehen« WSre es möglich, 
zu jeder gegeb^tfen Function dieser Art, eine die hrtrefienden Bodingun* 
gen «rfnUesdei MiAiche Rdhe von Functionen r^ bestimmen; so wSrde, 
sowohl vera^ttdHt des einen, als des andeoi jener S^tm, jede^8anach ge- 
bildete Gleiebui^^ aUgemeSn gesprochen, jcur »LSiung gebracht werden 
kOnnen« Da diM aber nicht der Fall ist, aoVbat der jeti^te Abschnitt 
eine nflhere Betrachtung der Fülle und Methoden znm Gegenstaade, f^r 
weldie, und mittelst welcher «ich zu einer gegebenen Function eine, den 
geforderten Eigenschaften entsprecbendo , Reibe von Functionen gewin» 
nen lasse« 

a«' ^, ' •• • ^r'-' 

Der Haupl^ Lehrsatz, welcher der Fourie'rachen Methode ab zu 
Grunde liegend betrachtet werden kann, lautet folgendef'malsen : ^ 

• ■ 

Lehrsatz 1« Es bezeichnen A und B irgend zwei reelle Werthe 
der ursprünglichen Yerfinderüchen Xy von denen B'^A %ei; r bezeichne 
eine angebbare Zahl, gKiber ab 1, und nicht grßfser ab 60; ferner be« 
zachnen / und /x zwei ganze Zahlen, von draen i kleiner ab r, und (i 
gröber ab /, und nicht grober ab '' s^; endlich bezeichne 

M^)y /i(jp), JjC^)» M^) ^•^^ J./,^)9. Je^i(^)y f-^^'-'^^^ 
li^'^\x)y eine endliche odf>f unendh'che, den folgenden Bedingungen ent- 

gprecliendp, Reihe von '^'nno'iooeD ^ * ... 

a} .lai>* ihr*> ronch^f^f-^^^^n ^^lieder, enttre^^r infuse^ammtf oder wenig 
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stein von ^sa^O bis f »r^ opotkuiirlidi bkibeB for alle bMOoderon 
Werthe von x^ von x^ssj^ Im ä sdJB^ 

0) dafii^ wenn e^ einen ^ zivisohen J und B AiliiaReiien, JbeBondeveii 
Wertb von x bezeichnet, f&r welobeo man hat f^(x} t=i 0, ahdääni 
h als eine positiv bleibMdo. Yat ft id erBehe betMMhtel^ 

G r/^ (c^— Ä) und O rf^(e^^h) ungtefehiltttA^ 
^hgegen 

Mao tea ^ 

ör/^(c^ + Ä) und Orf^i(c^+h) glddinanug 
seien, und zwar von ^ssO, bii ^t=r<p— 1 einschlielBliohi 

y) dals die besbnderen Wwthe des Gfiedes fji(x) von xss^t^ x^s^B^ 
k^ne Zeichen -Änderung erieiden« ^ , 

Dies vorausgesetzt, hat man, indem man sich JE^ x nach und. nachir 
alle zwischen A und B enthaltenen l^esondern Werdie gesetzt dedkl, die 

Zahl der 2Mchenwed]sel der Reihe I^^(x)f dem besondem Werthe k vc»t 

X entsprechend, mitiV^^ir) bezeichnet und zur Abkürzung iV.^V)^^i^(?) 

«Ai^>(;) setzt: 

V. in so fern a und b zwei soldhe «wischen \^ und B enthaltenOi be» 
sondere Werthe von x bezeichnen^ von denen b'^a, und föe weiche 

beziebun^ weise kein Glied der Reihe I^^ix) in Null übergeht, 
a1"V^j s= entweder Null, oder ss einer positiven ganzen Grobe r 

2^ so oft für einen zwischen A und B enthaltenen besondern Werth 
c von or, ane'Anjiahl n der unmittelbar auf cuiander folgendän GKe* 

der der Reihe ^l'^^dr}, einschliefslieh des .nnfSngliobfi^^ 
Null werden, in so fem fi^<^(x) ab daa ersto der verjKÄiiedeneii 

Glieder betrachtet wird: 

A-''^ (>c) =* ^> wenn n gerade ist, 

sssü— 1, wenn n ungerade ist, mid/.|.£.«r> 

und fi^i^i «c) gleichnamig sind, 
ÄSÄ-j-l, witeti n ungerade ist, und /i+i^«^) 

und/^^/^(^c) ttiigteichnaniig sind« 

Aus diesem I^ebrsatze ergeben sich nun uit Leichtigkeit die fok» 
genden Corollare: 
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Folg« 1« Bezeichoeii C|, ^2) ^3% ••»• c^ em% Anzahl v venchiede- 
jMfi zwischen A und B enthaltener^ und zimehxnend geordneter, beaon* 
derer Werthe von 4^9 ,fur weldie eins oder 'sQ^ere der Glieder von 

BY^{x) Nätt werden, ao bat um, fn so fern nodi ausdrSckUch angenom« 
men wird, dals"^ aHe fibrigen, ^fewischen A und B denkbaren, beson* 
dem Werthe töq pc kein Qiied der Reibier 'B^^ ITuU werde, 

Folg* 2p Die Anzahl^ der versohiedeneo zwisoheti 4 uiid B enthal- 
tenen, besondercp Wjerthe von ^r, fiir welche die Gleichung \^(aErjssO 

statt £lidet, kann* nSemals gröfser, wohl ab« kleixier ab AI^Ys) und mit« 
hin aiioh als i^-^i seiOf 

Folg« 3» Ist ^^^(^ eine ungerade Zahl, so niuls wenigstens (fir 

einen , ;swisdieii A und B enthaltenen , besonderen Wertfa von x- der 
GleicbuDg/i(d7) =0 Genfige geschehen^ 

Folg. 4t So viele Änderungen in den Zeichenstunden der vttschie* 
deneq Zeichen-* bleiben, den yerscbiedeoen , zwisjbhen A und B enthalte«- 
nen, besopderen Wertben TiOn x entsprechend, aus soldien ;l>esondereQ 
Wertheo Ton x, entspringen^ für welche /{(ar) nicht NuU wird; eben so 

viel beträgt die Zahl Ai^Yß) tt^^^hr als die Anzahl der von einander ver- 
schiedenen, zwischen A und B enthaltenen, besonderen Werthe von ar, 
weldie der Gleichung /^(jr) ac= Geniige leisten, ohne zugleich eins oder 

mehrere der übrigen G£eder der Reihe B^(x) gleich Null zu machen« 
Uta Bun jene Anzahl stets gerade ist; s6 folgt, dals die Anzahr aller ver^ 
sobiedeDen, zwischen A imd B enthaltenen, besonderen Werthe von x^ 
gelobe der Gleichung /i(x) = Genüge leisten, ohne zugleich irgend eins 
'oder mehrere von den übrigen Gliedern der Reihe zum YerschwindeQ 
£u bringen, stets von der Form ' 

ist, wo n irgend eine, imt Einschlub der Nufl, gaiiM Zahl bezcicimet. 

Folg. 5. Findet die Erfüllung der Bedmgmigien des obigen Lehr- 
satzes für alle reellen besonderen Werthe von s statt, so gelten auch die 
b'^trefFenden Ergebnisse von o^cbb— »bi8a? = + <x>» 
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t)er Haupt« Lehrsatz^ welcher als die Grundlage der Sfurmeobon 
Jf^Qgiiiigftweiae angegeben werden kann, ist folgen^Wt 

L entsetz 2» Es bezeicfaben A und ^B^ von denen B^A^^ irgend 
> zwei .reelle 'besondere Wertike ?on or^ und r irgend eine angebtare^'j^anze 
Zahl.; ferper bezeichne 

/o(*)> /i(*)» /»(*)» /»(*)» •••• /e(*)> /h-»(*)» /rn(*)» •.'•• /-(JP). 
oder ii^p{x\ eineRittbe von r-|-l den folgenden Bedingungen entspreohen» 
den Functionen ron x: 

. a) dals ihre rerscbiedeneQ Glieder insgesammf oontinuirlich bleiben lor 
alle besonderetf Wertbe von x. von x^s^A hh x^ssiB^ 

ß) däls^ wenn c^^ einen ^ zwisdhen A upd B enthaltenen ^ beiondern 
Wdrth von x bezeichnet! fiir welchen man hat: 

alsdann, von f=sO bis ^ssr— 1| h als eine positiv bleibende Ver- 
finderliche betrachtet^ 

Grj^{e;j^ — Ä) und Grf^^{c^^—h) ungleichnamig, und 

Gr/^(c^i+Ä) und Gr/^a(c^+i + Ä) tiogleichnamig, 
Nrie auch, wenn cö cnnen, irfvischeo A und B enthalteueq, besonderen 
Werth von x bezeichnet, fBr welchen man hdit 

/a(^)=0, . . 

alsdann : 

pr/üCc-o— Ä); und Grf^(c^^h) ungieiobnamig, duwgen 

GtJo(^o+A) iwi ör/4(ro-f-/i) gleichnamig seien; 
y) dafs die besonderen Werthe des Endgliedes X(jr), TtM a? = y^ bis 
jr=:J9, keine Zeichen -Änderung erleiden« 

Dies vorausgesetzt, hat man,* indetn m^n der TerSnd^licben. jr, 
4idi und nach , alle zwischen A und B enthaltenen l>esondern tl^erf he 
\bMgelegt denkt: 

V. in so fem und ^, von denen &^a, zwei zwischen^ und B ent- 
haltene, besondere Werthe von x bezeichnen,, für wel<4>e kein Glied 
der Reihe Ä^ (jr) In NuH 'filiergfeht, 

A'^'U^V:^ entweder Null oder einer positiven ganpu Groise; 
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2^. so oft für eineo^ zwischen A und B entbaltenen^ besonderen W^rth 
c TOD Xj eins oder mehrere von den Gliedern der .Reihe R['^^ik)$ 
aussohliefslioh des anfänglichen /j(x)^ in NuU ititt^eben, 

3^ so oft für einen zwischen A und B enthaltenen^ besonderen Werth 
c Ton x^ das Anfangsglied f()(x\ nebst den n unmittelbar darauf fol« 
geoden Gliedern der Reihe R^^^^(x)i den Werth Null erlangt^ 

^o'^^^>c) ^^ ^' wenn n (mit Einschluls der Null) gerade 
c^ 0^ wenn ungerade ist« 
Als Corollare dieses Satzes verdienen hier die folgenden angeführt 
zu werden: 

Folg. 1« Die Anzahl der verschiedenen , zwischen Jl und B ent- 
haltenen) besonderen Werthe von x^ für welche der Gleichung yo(^)^^0 

Genüge geschieht; kann wohl grölsery aber nicht kleiner als i^'^^f^ sein. 

Folg. 2. Rezeichnen C^, Ofj C^y «... Cy eineA^Hphl v veite^hiede- 
neri zwischen A und B enthaltener und zunehmend geordneter^ besonde- 
rer Werthe von x^ der Gleichung 

Uoo) = ' . 

genügend; so hat man^ in so fern noch ausdrücklich angenonmien wird, 
dafs für keinen der übrigen zwischen A und B enthaltenen besonderen 
• Werthe von Xy fo{x) den Werth Null erlange, — wie auch, dafs fiir 
keinem jener y besoitdern Werthe von x zugl^ch eine uogerade Anzahl 
von den .iiamitt^lbar auf /^[x) folgenden GU^ern der Reibe f'*'^\x) in Null 
übergehe, 

Und umgekehrt: wird für keinen, zwischen A und B enthaltenen, be- 
sondern Werth von x eine ungerade Anzahl ^der unmittelbar auf j^gfj 

folgenden Anfangsglieder der Reihe ^';^^(x) zugleich mit/»(x} Nuh, n^ 

i' 

hat man 

^'."(*) = '- ; 

SO giobt es gerade v von einander verschiedene, zwischen A und B ent« 
haltene, besondere Werthe von Xy für welche beziehungsweise der Gleichung 

Genüge geschieht. 
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'-^'^ Folg« 3. Angenommen^ dals fiir keinen ^swisoBen J und B ent- 
haltenen Werth tod x eine ungerade Aosabl von den unmittelbar auf 
fo(if}Lf9^gendea Aofangsgliedera der Reihe A^''^(a?) Eugleioh mit /o(^) in 
Nudr'^ergehe 9 so wird die ÄnBahl- der verschiedenen ^ zwiaoben ji und 
£ enthaltenen, besonderen Werthe von x^ der Gleichung 

genBgendi HPi^iuAls grö&er sein können ab r. '■^, 

Folj^.'i« Die Ergebnisse der beiden vongsn Folgerungen habeb^ 
unter andern, ihre Richtigkeif, sobald nur für keinen, zwischen A und B 
enthaltenen, beionderen Werlh von x, die Gfieder /» (oet) undy^(jp) su^fiSqh 
de^l^ilTerth Null erlangen. 

Folg. 5. Findet die ErfiilliiDg der in Aede stehenden Bedingungen 
für alle reellen besonderen Werthe von x statte so gelten auch die be» 
treffenden Ergebnisse tob x = — cx)bisa7=-f-^« 



' S. 

Was ferner die BedioguDgen anbelangt, an welche die den beiden 
vorigen Lehrsätwn zum Grunde liegenden Reihen beziehungsweise ge* 
bunden sind ; so ergeben sich in Bezug ;auf diejenigen, welche den ersten 
Lehrsa^ betreffen, die folgenden Theoreme« 

Lehrsatz 3. Bleiben die Functionen 

m 

M»)» ^»(Jp), ^j(a?), . . . • ^, '» 
iMiJehungsweiie.Ton x = ^ hh x=B continuirlich und positiv; so wird^ 

wenn die Reihe 

. F„(x\ F,(x), Fj(x), .... Fr(x), 

die Bedingungen (a.),. (ß.) und (7.) des ersten Lehrsatzes erfüllet, auch 

die Reihe 

'f,{x\ ^f^,(x)F,ix\ Wk^)F,{x\ ^,{x)l\{x), ^r{x)F,{x) 

denselben Bedingungen entsprechen. 

Lehrsatz 4. Bleiben von x=iA bis jr = B continuirlich: -^WL 

Der Diffor. - Quotient der rten Ordnung von/ü(jcr); 
- - - - (r — g)ten Ordnung von (P^{x\ 

von ^ = bis ^ = (r — 1); 
• (r — g—l)ten Ordnung von yp^iix\ 

von ^ = bis f«»(/' — 1); 
42 • 
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^pd feroeri von x^sstA bis x::sxB^ 9^(^) und^^i(.ir), für eioerl^ Werth 
vo^ ^ unter einander gleichnamig: so wird diejenige Reihe von Fiuig|{I|^ 
ne^i^ deren Anfangsglied /i(^) ist, und deren folgende Glieder^ voü /b»0 
bis ^ss^r — iy durch die Gleichung 

bestiäimt werden 5 den unlef (o.) und (ß«) enthaltenen Bedin|mig< 
Isten Lehrsatses genügen« 

. Eoig« L Lassen sich deadliidi^ ^(:r) al|^£egeben vorailsgesetzt, die 
Ilälfsriinctionen ^^(a?) und v^^(a?) so wühlen, dals/^|(jr), nadi der yol^ 
gen Gleichung aus /^(ar) besCimnät, für irgend eben angebbaren Werft r 
von,^-i-t, von der Beschaffenheit ausfalle , dals ihre besonderen W^rthe^ 
von '4r=:=^lbis x-ssiBy keine Zeichen -Änderung erleiden; so wird die so 
entstehende Reihe von Functionen auch der Bedingung (y*) dea Isten 
Lehrsatzes entspr^hen» 

Folg« 2« IVimmt man den aller einfachsten Fall an, namentlich: 

vf odurdi oSeilbar den betreffenden Bedingungen des vorhei^geheuden (lehr* 
Satzes entsprochen wird; so entsteht die folgende Reihe von Functionen: 

^v eiche also die Bedingungen (a.) und (ß«) des Isten Xchrsatzos erfSlltj 
in so fem f^{x) den Bedingungen des 4tett Lehrsatzes entspricht« 

Ist nun f^{x) eine ganze Function vom Grade n^ so ist bekanntlich 

und daher eine von x = — 00 bis xs^-^x) beständig entweder positiv 
oder negadv bleibende Grobe« 

-^ FSr diesen besondei^n Fall von f^{x^ wird also den Bedii^ungen 

(ot.^ (i3*)y (7*) ^^ ersten Lehrsatzes entsprochen werden durch ifie 



.,. df^da: d^fc(x) d^foir) d^fo(x) 

•/ov^;, -^^-. 'T^^,f -^dr^ ' •••• ~d^''^ 



welches bekannt üdi die Fouri ersehe HüKsreihe ist« 

Lehrsatz 5« Bleibt F{x)y von x^siA bis x^szB^ continuirUch 
und beständig entweder positiv oder negativ^ und setzt man: 



t f 









' . T • • • 

''*-^' l"* " - ' ■ '■ ; 
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• ■••• ••» »«ll«.««»» 

» 

/o(») = ^o(ar)/'^^i(«)/i(*)<'*» 

iÖK^Rird. in «o fera nnrj von xz=zAhk ^m^By die HSI&funödoiieD (^A^'^i 
und v^^i(«rX T^ ^ssO bis ^ ssr-^l^ oontinuirlich^ und fnr cnnerloi Wcrto 
von Oy unter einander gleiehnainig sind, wie audi (pAx) nicht Null wird^ 

uDd ^^^^ eboiHs «oibtiliairlidi bl^t, die Reibe von Fanotbnen 

M^)j fi(j^\ Aißöf M^h • • • • fri^\ 

dif' Bedingungen (a»), (ßOi ('V*) ^^ ersten Lehrsatzes eriäneDy w^cbe 
Werthe ubrigdbs inr die, ab bestimmt gedachten^ GrSIsen 

angenommen werden« 

Folg. L Setzt, man 9 um einen einfaohen conoreten Fall zn,ge«i 
H Irinnen: 

wo C eine Constante^ a^i und ß^, von ^ssO bis ^ s=sr-^l^ ganze^ für 
einerlei Werth von ^ zugleicdi gerade oder ungerade Siiablen bezeiohneny 
so werden dfe Bedingungen des vorigen Lehrsatzes erfSUt von orca-^oo 
Im 9 s=5 -f* oo, und. die Function /»(or) wird alsd^n eine g^ze« 

Folge 2. Setzt man: 

WO ee^t uB'd ß^Brfiche von ungeraden Nennern^ wqlehe für einerl^Werlb 
von (j sogleich gerade oder ungerade Zfihler haben ^ bezeidmen^ bö^ iitei^ 
den die vorigen Bedingungen ebenfalb erfuÜt von ;rs= -^.oo bis x aes «4- c>o» 
und die Function f^(ar) wird alsdann eine irrationale* 

Folge 3e Setzt man: 

F(x) = C, *^xC^> = ö'^^% ^,(«) « ö'^^ 
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«. * 

wodurch jenen Bedingungen ebenfalls 9 von drlfis — ob llh ar=;4'^9 ^^^ 
sprechen jmdy so entsteht für f^,(x) die P'orm 

6. 

In Ansehung der Bedingungen des zweiten Lehrsatzes lassen sich 
die folgenden Theoreme darthun« 

^Lehrsatz 6« BieibeD, Vm xz=^A his jr = £, die FuncHonen 

^o(^), ^l(jP)> ^2(^)1 '^4^5 • • • • '^r(^) 

continuirlich^ unter dnander gleichnamig und beständig entweder positiv 
oder negativ: so wird, wenn die Beihe 

F^{^\ Fx{x\ F^{9\ F,{x\ FJjt) ''' ^ 

die Bedingmigen des zweiten Lehrsatzes erfallt, auch die folgende Reihe : 

4o.^)Fo{x\ ^i^,(x)F,{x), xl^2{^)F,(x), xly,(x)F^(x^ .^V. >P.(ar)F,(ar) 

denselben Bedingungen entspreoben. 

Lehrsatz 7. Bleiben, von xssA bis x = £^ die Functionen 

F/^x\ F^,:x\ F,+,(x) 
iuRgesammt oontinuirlioh und (Pix) und |(x) unter einando^ gleiclinamig ; 

^f'Hx), ^SS'Xf), i^'^^^H"), 

drei andwe Functionen von Xy der Gleicbinig 

genügend, und überdies so besehaflfen, dab« wenn r^i irgend einen, zvri- 
sdwii ji und B enthaltenen, besoodem ^'erth von x bezeichnet, inr weU 
chen man hat: 

abdann: 



« 



G r ^-^+-^ {xj F^ •>} raifönnig und angrbbar, 



G!^V;+=\jr) und G^'p^^' x) gleithnamie 



. 1- 



it* 



H-^ 
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~ * -■ '"' * 

ftf>i>u'*if^ie sümmtlioben CreDZM entweder mittelst einer zd-, oder einf^' 
abnehscoden Reihe ab bestimmt gedacht) ; voA setzt man : 

. ■//*)- W^^K.' 
uBAtöo ^s=0 bis ^^rr— 3, 

' so wird die ^iHrtsteheiide Rribe 

"'..X(j4 /*(0. /.W, /.(^), /r(-^) 

den BeüinguDgeo (iz.) und (ß.) des 2tea Lehrsatzes eot^reofaeo. 

Folg. I. Id allea denjenigea Fällen also, wo uob die Hfilbfutfctioonu 
■4^'t"^'% '^S^^'W. ^JS^'C*), 
3(r-=*t) «a-der Slthl, nebst <p(x) und ^(x) zugleich so annehmen üusoi, 
dots'man endlich zu eioerFuaofIon/r(jr) gelaDge, deren besondere Wertbe, 
ronvBs^ bh s^B, keine Zciohen-Änderuog erleiden, wird stete 
eine Reihe ■ . . . 

' XW, /.(*), /.W, /aCA '/(■<:) 

angenommen werden können, welche audi der Bedingung (y.) des 2teo 
Lebrafibecs ^utupricht. 

Folg. 2. Setzt man, was am einfachsten nt, 

\rf% O'-^p irgend eine ganze Function von sc, e'"+^> und c'"*^' irgend zwe« 
|^M(:tiBAi(i(^f> Conntauton, und fi^,^-, irgend eine potttire ganze Griube, der 
Ktill «Ean^liefelicb , bezeichnet ; so wird den Bediognngea des fnfgen 

•at2s«» «qli|iroobeo, wofern nur Fo(x) vid —J^t för keinen amiaäaa 
A und J9 enthaltenen bosondAren Werth von fr, zugleich Null werden. 
'Da nun in dem besonderen Falle, wo ^o(') zogleich eine ganse Fuaotiou 
von X vom Grade n bildet, wie leicht zu oberseheo, stets eine unendficlie 
Anzahl verscfaiedener Spteme von Wertbtm fiir Q^C uid ^^i fii5g|ich 
ist, mittelst deren man endUdi m eineai GUede (dessen Index dieZaU n 



r«;;. 






V 
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■ * 

Biemab ubenVigeB wird) gelangt ^ de^son Wertbe von xtts'^oo Im st= 
4*0^' keine ZcidiMi- Änderung erleiden: wo^^fdgt, dafs, woftttii nur 

^(Ar)ss:/;,(r) eine Bolobe ganze Function vom Chrade /t bildet ^ dab/i^^r) 

imd i^^ iSr kdqon^ NeUeo Werth von x ftigleich Nnll werden^ — 

»tets ZU' fo(j^) 01°^ unendliche Anzahl Reihen ^ von denen Jo^) aelbiif das 
Anfangsglied bildet, wird' gefunden werden kSnaen, wddba insgeaammt 
den BeiUn^uiDgen (a.)^ (]S.) und (y.) des 2teQ Lehrsatzes^ und zwftr von 

X SS — 00 bis or CR -)- 6o entsprechen« •-, ■ ' 

Folg. 3L Setzt man ferner für ju^s den cJnfiMdMfan der Hw' statte 

» ^^ • 

haften Wertbe , namentlich Null ; so erlangt man Ar dh mr Bestimmung 

ron^f^2(x) 9kM.J^i(x) und f^(x) dienende Gleichung ? . 

welche geradlB zn der Sturm sehen Hiilfsreihe fufarlb 












Lebitisatz 8« Bleiben, von xzssji bis «ssxL 

j'M'^ ^'<+i(*)» *;(*)». 

imgesammt ebnönuirilchy (p(ßi) und ^(x) gleidmamig tio^ F,.{r) boM 
entweder positiv oder negativ; bezeichnen 

^?>(*), .^Si(*)» ^s^C') 

drei Bulfsf«mctioiien von x, der Gleiobuog 

genügend 9 oi^ iiberdies so beschaffen, dals, wenn c^t irgend 
zwiscbesn ^ nnd B enthaltenen besondern Werth von x bezeichDatj 
Gleichung 

F^{x)^0 
entspr^f^end. alsdann: 

<?'"*4'^+2(^)''lt-i^i nn^irmrg und ang^bbar^ 
G ^^X,. (ar) und- G r y\/^\x) gleichnamig 



'i » 



• 
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seien (die sSranitlichen Grenzen entweder n^ttelst zu — oder mittelst 
abnehmender Reihen als bestimmt gedachl) ; und setzt man : 

' ■ ■ • 

wie ^maron ^sar-^2 bis ^«bb&) 

so wirdy in so fern nur zugleich der Gleichung 

Uxy^<p{x)ri{x)Mx)dx 

entaproobeo wird^ die so eotstehende Reihe 

/o(^)f M»)j M»)f /j(^)f • • • • fm{x) 

den Bediii|;uiigen (a.)y (ß.)> (y«) ^ 2ten Lehrsatzes GebSge leisteot 



- ■ ■»; ' . 



I 
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'WO *3. Oetiihger^ Summentt^ kn-fft^; »/ iitrrcheinjuiht L^unuionener:ren^ie*i /?«'#«• i. 



28. 

8iiiiiii!ieiirechnung der durch einfache Fuiictionea 

erzea^en Reihen. 



(Von dem Herrn Trof, Oeitinger so Heidelberg.) 

(Fortsetzung Ten No. 6. und .14. Band XI., No. 21. Band XII., No. 22., 2S. und 24. Band X!ll, ond 

•^ No.18. Band. XIV.) 



§. 78. 

Suo)iDiruDg der reciproken PotenzenreiheD, dereo Glieder mit positiven 

verbunden sind. 

JLJekaDDtlich nenot man reciproke Potenzen - Reihen diejenigen Reihen, 
deren einzelne Glieder Brüche eind, deren Zfibicr die Einheit ^ die Neiüner 
aber dieselben Potenzen einer um gleiche Zunahme wachsenden Grund- 
grulsc) X sind. Sollen nun die Summen dieser Reihen gefunden werden, 

so hat man in den GJeichuDgea (351.— ^353.) — statt x m setzen, und 

dann die negativen Unterschiede und Aufstufuugen dieser Function nach 
Angabe der vontehenden Gleichungen eiozufiihren. Legt man zoerst die 
reciproken Potenzen -Reihen, deren Glieder mit positiven Zeichen ver- 
sehen sind, zu Grunde, so hat man aus der ersten Gleichung No. 350.: 

i V • *v. xo T • • • • T 



1+ 



xP ■ j(x+Aa?y 



= A"* 



(x+2Aary' 
1 



(jC-f-TlAO?/ 



^-'^- 



Die Darstellung der beiden Ausdrücke auf der rechteii Seite des Gleicii- 
heitszeichens , in ihrer entwickelten Gestalt, ist nöthig, um die Summen* 

Ausdrücke für alle Potenzenreihen zu geben. Diese bestimmen sich aus 

1 l 

(105.), wenn ; — rr^n x und — statt y gesetzt wird. Hiernach ist: 



> 



'\ 
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V 



372. i + r~.--n:4-7-rI--^ + ....+ ^ 



- _ : ? + L__. 

. (p— l)(«-J-(ii+l)A«y^A«^(p— l'arH-'A.Tf 



+ Pfp+0>4'2)(^^)' y>fp +f)(p+2)(Aj)» 

"^ 30.4.1.2.3.(x+(«+l)Ax)'^' 30.4.1.2.3.«»^» 

Das. letzte Glied iu der Summeareihe sttnomt mit den Gliedero der ernten 
Sdieitelreihe nieht Sbereio* Zählt man, um diese Obereinatimmang her^ 



bei za fiibren, das Glied - — — rr zu, setzt n—t statt n, und sehei- 

dßt die den beiden Reihen im Summen-Ausdruoke gemiAisohaftliohen Fao^ 
toren am, so ge\vinnt man: 

373. -= -!- -; — : — TT + , — r-z — rg +....+• 



«P • (ar+A«)f («+2A*/ • (x+nAxf 

— i r i Li 

pa.rr ^ _ J-j 

6.2'l(a:-|.nA:r)'*' i^+'J 

. p>+l)(p+g>(A^^U t 1_1 

■*■ 30.4.1.2.3 [(x+fiAx)»^' tP+jJ 

p(p+l)....fp+4)(A»)^ r 1 l_i 

42.6. 1.2... .5 l(«+nAa?)'^ «»^J 

Diese Gleichung gilt für jedeo Werth von x^ ax und /?; «e hat jedooh 
die Eigensobaft) dafs die Potenzen von (x -|* /i a x) und von x im Summen- 
Ausdrueke steigen, und fährt deswegen auf eine unendliche Glie<Ior*An« 
sahK BerScksichtigt many dalk, wenn x-^nAx nur irgend eine etwas 

grofse Zahl bedeutet, die Werthe von ; — ;; --rr bald sehr kleb wer- 

den, imd dais alsJann die Glfeder iffieser R^ihe sehr eonvergiren ; so liifiit 
9hh diese Reilie dennDOch zur Summirung der reoiproken Potenzenreiheu 

4ä * 
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4 

benutzen, weil nur' sebr wenige GUeder zur Bestimmung des Summen« 
Ausdruckes nStbig werden« Bei einer geringen Glieder- Anzahl wird sich 
die vorliegende Reihe weniger zweckroa&ig gebrauchen lassen. 

. Bei Aufsuchung der Summen •# Ausdrücke Ciir die eimsebie Potenzen« 
reihen bietet die zweite Scheitelreihe des Summen -Ausdrucks Schwinig- 
keit dar. Sie ba^ was auch % bedeuten miag, folgende Gestalt: 

.1 , 1 , v^x p(i>+l)(p+2)(AJp)* I 

und ihre Werth- Bestimmung ist wesentlich s^r Auffindung des Summen« 
Ausdruckes nöthig. 

Konnte man der GrSJbe x einen solchen Werth geben, dals diese 
Reihe verschwinde , so wSre dies die einfachste Auflösung der Aufgabe. 
Setzte man oce&O, sa w3rdeD alle einzelden Gliedelf dieser Reibe in fol- 
gender allgemeinen Form 

... ■ . . ■ ,0 

rieh wieder finden* Da dieser Ausdruck zu den sogenannten unbestimmten 
gehört > so mufii seih Werth auf eine andere Weise bestimmt werden. 
Dies wird am besten dadurch gesoheben^ dafs man^ fSr die verschiedenen 
Werthe von p^ der Grölse x irgend einen zur Beredmung dienlichen 
Werth giebt) und für diesen Fall den Werth der Reihe sucht. Ist er 
fär einen Fall gefimdeni so wird er auch für alle in diesem Falle ent« 
baltenen specielle Fälle gelten. Der Werth dieser Reihe fnr einige FallOi 
ist in meinem DiflPerenzial-Calcul $• .150. Pag. 281 u. ff. aufgefunden. 
Diese Reihe fuhrt ge wohnlich den Namen i^Con staute/* wie ide auch 
Eu 1 e r in seiner Differenzialrechnung 2ter Bd. 6tes Cap. (Übersetzung von 
Mich eisen), wo er von der Summirung der Reihen handelt,' genannt 
bat. Der gefundene Summen -Ausdruck i€t für den Fall wo p =^t be« 

deutet unbrauchbar, weil dann das erste Glied im Summen -Ausdrucke 

*. . . • 

folgende Gestalt 

L-f^J il 

erhält, und der Ausdruck ans der vorliegenden Gleichung selbst nicht be- 
stimmt werden kann. 

Setzen wir nun scsal, axssI und nzsn^^i^ uro atatt p all^ 
mülig die Werthe 3, 3, 4/.. • «, so erhalten wir die Summen -Ausdrucke 
fär die verschiedenen reciproken Potenzenrähen« Beteichnen wir die 
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Werthe dcar genannten Reihe mit C, so wetd&n wir erbalten , wenn wir 
uns .statt der ausführlichen Summen -Darstellung des folgenden ZmdbettB 
bedienoi: 

374. '^;? = ^--•;r"*'2;?~*6;?'^3ö^~«;i^+**"» 



wo 



C = 1,6449370.... = I + 4. + I-.4+ *-'+.... 



6 30^42 30 

ist. Femer 

o—j — «/ ö;:« T OTT "~" Z^ T 



»» "" 2i»»^2ji» 4«*T^12n« '*"* 

WO 

«. 79. 

' SomminiDg der reciprokan PotenzeDreibeoi deren Glieder i^bwechselnde 

Zeichen habent 

Wir wenden mifl nim zur Darstellung der Summen -AusdrSoke fSr 
redpiroke Potenasenreihen y deren Glieder mit abwechselnden Zeichen m» 
adien aind^ Zo unterscheiden sind Reihen mit ungerader und gerader 
Glieder-AnzahL Gehen vrir von der ersten Darstellung (351.) aus^ so 

erhalten wir für eine Reihe von ungerader Glieder- Anzahl^ wenn Aqss— ^ 

gesetzt wird: 

Jl i I ^ ^^ I ^ ^ ^'-i ^ J- 7-i A 

Gehen wir aber von der ersten Darstellung (352,) aus,^ so erhalten wir 
fSr eine Reihe von ungerader Glieder- Anzahl: 

Um die Summen« Ausdrucke zu bestimmen^ fet In der Gleichung (85.) statt 
)^ zuerst x4-(^+l)^^ und dann a; zu setzen« Hiernach wird für eine 
Sumraenreihe von ungerader Glieder --Anzahl: 



53 f 8JJ- O^^^inw^r^' S'f^ -»^^nrerJnvnr: der (furcJi einfache Funcfiimrr erzeugf^ Hehe/t, 



\ 



^ _ 1 I _L. 

2fjc /i+l)Aa:f ~'2itP 

' ö. 1.2.3. i;x+Cn+l)^y'+' 8.1.'2.3.T/'+^ 

« • • • • 

iiiil rJr oiae Suroineoreihe yon gerader Glieder- Anzahl: 
370 1 L-- j. L ! 



"*■ 8.1.2.3. lx+(«+l)Ax!'"+' 8.1,2 30^-'*' 

Das letzte Glied der SummeDr'^ihe rthnmf mit den Gliedern in der Sohei- 
tcfreihe des Sumiiit'Q« .^usdnickf & nicht lüviv :::]iu Zählen wir nun in (H75,) 

iia» Glied .- ab, io OTtt.) abw ««, setzen daoa >/ —1 :i»aU », 

scheiden die gemeinschaftlichen Factoren der Reihen aus, und bemcrkeD, 
dafs die ungerade Glied«'- Anzahl in eine gera<ie und umgekehrt übergeht: 
so fliefiit hieraus folgeode Darstdhing. Für <;iuc Reihe Ton gerader Glie- 
der» S nzahl : 

*//, O ~- sc: — r — - — ■ ;;:T 



arP «P («-faxf ' (x+2ax)'' * («+nA«y 

__;t— « 11 

* l(x4.nAx/ . xP] 
, pArr 1 J 1 

_ E(£+'iIPt2KAx)^ r i.__ . M 

8.1.2.3 l 'x+nAxy -^ ' ^ .t' +'J • 
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und [of eine Rrfho von iiogeMdo»* (>liei]cr-Au^hI: 



pA.r r _^ 1 ^;j_,^ 1 1 

p Cr-f «)(P+2)(A^)^ r 1 1 Tj 

Die hier gefundenen Summen^Äusdruoke haben , wie die des rorigf'n $., 
das EigenthSmUche , dais die Exponenten steigen« Sie fuhren auf eine 
unendUche Gliederreihe^ und lassen sich daher zur Suhunirung der reci- 
proken Potenzenreihen mit abwechselnden Zeichen gebrauchen; besonders 
dann sehr zweckmaJWg, wenn /» und x grobe Zahlen bedeuten. 

Die gefundenen Reihen mit ihren Summen -Ausdrucken (377.) und 
(378.) sind ganz allgemein und gelten fiir" jeden Werth von ok und ax^ 
den Fall ausgenommen^ /irenn xssO ist. Die Bestimmung des Werthes 
der Eweiten Scheitelreihe ist auch hier wesentlich zur Auffinduifg^es Sum« 
men «^Ausdrucks ncjthig. 

Wir wenden ims nun zu einigen specielle^ Fallen, behandei|i die 
einfcudieren und setzen datier x =: l» ^ t: ^^l, n=:n — 1 und p^ss^i. Dann 
erhalten wir folgende Darstellung Tir die ha**monische Reihe, mit abwech- 
selnden Zeichen bei gefader Glieder -Anzahl: 

1- * 4- * i-4- -i- 

und fiir eine ungerade Glieder- Anzahl: 



* • • 



„ J L+J JL4. 



1.1 1.1 



4. _4._..._^ + 

In hfldpn Gl»'u-H'in«>en kommt <Iie Reihfr 



ihSP 



• • • « 



»* 
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j. M 0Mfll9 ^^mm^ ^m^^^m ^^^^ ^M^P w^^^^am ^H 

2^4 T ^ 4 



• t • • 



%m. Was auch /2 fSr einen Werth haben magi so muls ihr Werth im- 
W#P d^m Summen -Ausdrucke zugezahlt werden» Dieser Wertfi aber ist 
Mibst von der Glieder -Anzahl n unabhängig. Er ist unverSnderlidli der- 
MlbA bei einer endlichen , oder bei einer unendlichen Glieder «AnzahL 
Hateen wir daher n unendlich grofs^ so wird die zn summirende Reihe 

selbst eine unendlich grofse Glieder «Anzahl haben« Die Glieder des 

11 
Gummen -Ausdruckes ^, j-^ u.s« w« werden aber in übergehen^ imdl 

es ist dann bei unendlich grofsem n: 

l-*J.l. I4. _1.4.±_*4:* 

N«ii ist 

log(l+x) =c 1 — |. + ^^ *.+ .... 

^rac audi x bedeuten mag. Setzen wir x ss 1 , so wbd: 

• 

ITemien wir nun"* auch hier den Werth der begleitenden beständigen. 
Baihe die Constante, so ergiebt sich, dafs der hjperboUsdie tiogaridmie 
dlAs Zaiil 2 die Constante der harmonischen Reihe mit abwechsebdeo 
Seichen^ und zugleidi die Summe der GoeiBcieirten , welche die GKe« 
40F der ersten negativen Aiifstufuug begleiten / ist« Nun ist faekanntUdi 
log 2 SS 693147)8055 ••;•; also erhalten wir hieraus, wenn wir uns zur 
BAzeichnung der Summenreiheu mit abwechselnden Zeichen des Ausdrudui 



I 



len 



iu»4i<^nen, fiir eine Reihe von gerader Glieder «^Anzahl; 
•170 S—- =1 JL4.JL«^JL4. * 



= »og2-^ + ^-g-^^>^^,-.... 

• ■ s 

und rSr eine Reihe von ungerader Glieder« Anzahl; 
380. Ä^ = 1-1^,-1+ _1 



• • • • 



23. Oetfinf:fr, Summmreehnung der durch df^che Funcüonm erzmgim Refftm. 337 

Don Diimlicben Worth wtvrdeo wir fQr dfe CoBstante erfaatten haben, 
wenn wir 72 = 10 gesetzt und daraus den zehn ersten 6li(E»derQ der Reibe 
den Werth berechnet hätten • 

Um die reciprok^ Potenzenreihe- des zweiten Gradc^ mit abwecb- 
soTbden Zeichen zu erhalten, setzen wir in (377.) ^^«=1, Äjpssly 7i«-*l 

-szn und /' = 2; dann entsteht für eine gerade Glieder«» AaiMhl« 

i ' 1 1 1 

3oU * — 2» "•" 2«" *~ 2*^ "•"'••••~jj|a 

+ 2/^2 2^2 2,T"'' 

lind («r «ioe ungerade Glieder- Anzahl: 

382. 1 — jy +57 — jf5 +•••• + r» 

. 1 1 j^ i _3_ 

f- "2- "T T """jT ^ 2 T "*" " " ' 
Auch lüer nauis zuerst der Werth der « weiten Horisontalreihe hestlnmt 

iverdoD. Wir nehmeo zu dem Ende lissz iO an, umd neÜnem d^ Werth 

der Reihe C; dann ist t 

383. ^ •= * — l' + "9 "-i6 + 2d~'3g + 49""6i + 8l""lÖÖ 

. J_ L_j-_< a 



• • • 



200 2000 "^ 20ÖÜÜ0 2000QOOO 
^Verden nun die hier angezeigten BrHcbe in Decimalit^en .dargoatdlt imd 
untereinander zu« und abgezablt^ so findet man: 

384. (? = 0,8234170333 = J — j+4 — y + .-.. . 



und hiernach ergeben sich folgende Reihen mit ihren Summen ^Ausdr&okeni 
und zwar fqr eine Reihe ¥on, gerader Glieder -Anzahl: 

~ ^~2^+2;?+5v +2/1^ •••• 

und fnr «ine Reihe von ungerader GKeder- Anzahl: 

~^+2n» 2n«+2a* 2n^T^'*'* 
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m 

Je grölser n mitä^ desto weniger Glieder des Summen- Ausdrucks 
sind notbigy um den Werth der Summe zjm finden» Ist n unendlich gro&^ 
so ward der Werth der Constante gleich. , 

Die Aufeucbung der Summen -Ausdrucke für derartige Beflien 18£st 
sich weiter v^rfiolgeii. Eben^ sa lassen sich die Summen -^ Ausdruck» für die 
reciproken Potenaenreihen mit abwechsefndeB Zeichen^ deren Glieder mit 
den fignrirten Zahlen verbunden sind^ nach Anleitung der Gleichungen (351.) 
und (352.) finden* Wir iibergehen jedoch diese Darstellnngi da sie uns zu 
weit fähren wurde« 

§. 80. 

SolniniraDg dtr FacaltateDreibeD. 

Wir wenden uns nun zu der Darstellung der Summen -Ausdrucke dir 
FacultStenreihen und betrachten zuerst diejenigen^ deren Glieder mit positi- 
ven Zdchen yersehen sind. Setzen wir in der ersten Darstellung von (350.) 

JiC^s=:^i^y und besifanmes aus der Gleichung (107.) den ersten negati- 
Ten Unterschied fSr iar+(n+i)äxf^^ und af^^ dadurch, dais wir zu- 
erst sp-^-^n^iJAOT und dann ar statt y setzen^ so erhidteD wir folgende 
allgememe Summenrdhe : 

387. af'^^+{x + 2Axy^^+.... + (x+nAxf^^ ' 

(p+l)Ax (p + l)Aa? (P+i}A« * 

oder, in entwickelter Darstellung: 

388. CS a?(ar-f.Ax) (jc+2Aar) + .... D^+(p— 1)A«J 

4-(ar+A«) («+2Aar)4..... {x+pAqifJ 
+ (i+2Aar)(a:+3Aa:)+.... [x-f^(p-f l}Aar] 
+(a?+3Ax)(«4.4A«)4..... [x+(p+2)A«I 



+ {x+hAx)ix+(n+t)AxJ+.... [ar^-Cp+n— 1)A«I\ 
(x-|"itAar)[ar+(if+l)Aarj^>.,, [X'^(p^n)Axi 

(p+l)Aa? 

Ihi Xf AXf pf[n von einander unabhängig sind ^ so ist diese Raihe gans 
allgemein. Aus ihr lassen sieh sehr leicht specielle.Ffilie ableiten. Setzt 
man' namKcb sp^Om ajtsssI^ so ?erschwindet das zweite Glied desSum- 
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• ■ 

men- AusdriicJui^ weil «iner seiner Factoren 1 — - 1 = wird, udcI dann ht i 

, _ n(n+i)(n'{'2)....(n + p) > 

p-fl 

Wird durch 1.2.3..../9 gemeaseD, &o entsteht: 

^on ^ , 2.3„,.fp+t) , 3,4.>->(p+2) , , fi(w+l).,.-(w-fp-l) 

Ji{w-t-l) (w+p) 

~" 1.2....(p-f.l) * 

yrle bekaont Tat aber jr = 1, Äar=:2, so entsteht : 

391. 1.3.5.. .-.(2p-l)+3.5....4-(2p+l).... + (2«+l)(2n+3)-...[2(iH-p)M] 

(2iff't)(2n+3)....[2fp-t-<t)rfn — t.3.t^.^..(2p-t) 
. • "*- 2(p+l) . • - 

]>fen wl^'die eweifiB Reihe in (350.) ium Grunde und fohren ^o nöuii- 
gehWerthe aus (197.) ein, so erhalten ifrir: 

und ^allgemeiD^ aus (347.): 



393. 



(p+l)'!'(^} 



• • • • 






• •• • 



(p+ir«»(4,r' 

Da in dieser aUgemeioen Gl^ohung r, n, x^ ax von einander unabhängig 
sind, so läfst diese Formel sehr viole Ann^endnogen zu. Setien wir s. B. 
xsssi und Az ^if nssn^^tf so verschwinden alle Glieder des Sum- 
men •Ausdrucks bb auf eines, und wir erhalten folgende Falle, fiir r es 
2,3,....: 

n.l.2.3....p+(ii— .l).2.3....(p+l)-f-....+»i(ft+l)....(»t+p— 1) 

T^ (p+i)(P+2) > 

39#.. ^aij±!2,l.2....p+<J?^.2.3....(p+l)+....+|^n(«+^^^^^ 

• _ »(„^.tK>»+2)....(n4-p+2) 

~ (P+»)(P+2)(p+3) » 

Ifn 8« W« 

. 44* 
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§. 81. 
Wir geben nun zu der Darstellung der Summen -Ausdrucke für Rei- 
ben^ deren Glieder aus NenneHacultaten bestehen und mit positiven Z<h«- 
f;lien verbunden sind, über^ und erhalten sie leicht^ vrenn in der ersten Glei- 
chung (350.):Xss= — — ■ gesetzt wird. Dann entsteht: 



— A-* ! , A^» * 



Um den Summen -Ausdruck tiSit die vorliegende Reihe su erhalten, ha« 
ben wir die baden ersten negativen Unterschiede der vorstehenden Func- 
tioneil^' auf der rechten Seite des Gleiehhmtsaeicbens darzustelleo» Die 
Gleichung (109.) giebt fdr den Fali^ wo mssl, /=^+.(^+l)A^f oikI 
dam scd? gesetzt 



,-. ^ ^ — 1 



[af + («+1) A«y ' ^ (p-t) [«+ (n+1) A»y-* »^ A» 

und 

Hferdurofa geifnniieo trir far R^eo der Nenner -F^cuf täten folgende Dar- 
stellung : 



• • 



305. -^ + -— ^;77^+— ^--iTr+-.+ * 



.< . 1 . . 

(p -1) [«+ («-i-D A xf ■ ' ' ^A* "*" cp -Ti)«r*'^. A« ' 

oder b cntvncketter Daratelkmg: 

1 



3oe. 



m *■ 



+ 



+ 



(4;-|>2A«)(»-f 3ax) . . .. [a:-|-(p4< 1; Ax7 



i 



(«-f-«A»)[x-f-(«+l)Aar].,..[jc-j-(ff4-p— 1)A«1 

_ I. r 1 ^ _,_ 1 1 

p-i)A«la:(x+A«)....[«+(p-2lA?f [«+ («+1)A*] .• . .[•+ C"+P— i) A«J J • 
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Diene Reibe ist tur jeden Werth von x uud &x gi^Utg; nur in dem FaUe, 
weoD /> = 1 int, führt sie zu keinem Rosultcrto, well alsdann der Ausdruck 

den kann. 



nioht aus der Natur der Reihe selbst bestimmt wer- 



Die Reihe selbst h'ifst viele Anwendungen zu. Setzt man xtssi 
und A .r = 1, nss-n — 1 ; so bat man, wenn /» == 2, 3, 4, . . . . gesetzt wird) 
(olgcodo «"ttirn) mit ihren Summen- Ausdnioken: 

1.1. t 






3n7. 1 1 2.3.4 "^ 2.3.4.5 T"" 



1 



• • • • 



• •••••• 



n + t' 

»(«+l)(«+2) "~ 4.(/i+l)(/i+2) » 

a.l»2.3.(n+if.)(«+ y ^/i +3 ) 



«*• MB» ^ 



?i(rt+Jt(/.f2)(rt 



_«_ I i 

1.2..r.p'f'2.3....(pfl) 



*!• .♦••*. 



R (n+i) .... («+p— 1) 

ir(n4-t).. . .<'>i+p— 2)— •1.2.3....( p — .1) 
( p— 1)1.2 . . .". (p— » )(n+lX«+2) . ...'(« f p-1) • 

Eben so, wenn unter den näoilfelMa BedinguDgen Aa7S3s2y aass/t ge« 
setzt wird: 

1 , 1 . i , , .^ 1 _ n+i 

O" "T Xö ^ 6l^ "*■•••• "*" (2n + l)(2n + 3) ~" 2i. + 3» 

398. ^ 1 j_ * . i . 4. 1 1 

ras "T" wxf "*" 37:5 ■* • ^ (2« 




Ä+3X2n+5) 2.1.3.(2n43X2n-i-5) 



u. t. w. 



Die zweite Reihe von (350*) fuhrt zu folgender DarstelluDgy wenio 
die nSthigen Werthe aus der Gleidiung (199.) eiogefuhrt werden: 



399. 



1 



> I ■■! 



n4>l 



(p-l)(p-2;4.x^-(«+2)4«)^^^.(&r)* (p-l)*^-' *^.A» 

i 

. ^_ • 



(p ■ 1; (p^ 2) («+ A«/-» » ^. (A*)» 

■*'> «Mite zo folgeoders 
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'" -'■■"+^) a. »fnJ-l) , , ± 

f , («4.1Vn4-2) 



und an^emeiu aus (347.): 

400. — — "Tir "T — ^^ . . ~ —rrz r . . . . . v -'-•••• -r 



1 («4-1 '-»I- 

V /. ^.. n-^i Alf • 






Merkwürdig ist; dafs die so ei>en gf^fuudoncn Summen- Ausdrackn nur so 
lange gölten, als (p — iy^~* »inp reelle FauuItÜt bedeutet* Sie sind un- 
brauchbar, nenn (ji — 1X'~* = 0^ also wenn p so grols oder kleiner als 
r wird. In diesem Falle erscheint nlimlich in dem Nenner des Summen- 
Ausdruck» 0) und dadurch geht der Summen- Ausdruck in einem soge- 
naipten unbestimmten Ausdrude überu '^S^ooielle FäHe lassen sich leidit 
HUB den vorlicgcudcu Rcttiob ableiten. Wird in (399.) jp=s1, &xs=i 
gtSi^tzS, so gewinnt mo»;? ^ : • 

.ft, »4-1 j « I ^— ^ j. * 



i.2"....//^2.3....(iJ-{-i) ' 3.4...^4-.>) ^ ••(n+l}(«+2j....(ii+p) 

_r _ , • «4-1 1 \ " 



(7^i)ü'-2.(n+3)....(«+p) ' (f-1).1.2....(j.-1) (p-l;(p^2).?.3;....lp-l)* 

Ehen 'so aus (400.) : 

, V _JL 4. (>«-f<K»4-2)....fn+r~t) 

■== ^'^^ (p— l)....(p— n(/i+r-l-l)....(nfp) ~ (p— t)1.2....(p— l)1.2....(r— 1) 

.__^»r+^V/r+2;.^ (/.-!-£— J?}^ , 

-~.(;,_lj(p_2;2.3..4p— l)1.2....ir— 2) "T ' • • • 

i. 82. 

Wenden wir uns nun zur Darstellung der Summen- AusdrScke der 

FacultStenreihen ; deren iGlieder mit abwechselnden Zeidien verbanden 

sind : so lassen sich die Summen - Ausdrucke nicht auf so einfachem W^e 

genvinnen ; denn die negativen Auistufungen; die zur Summimng der Faenl- 



* » 
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tStenreihen mit- abwechselnden Zi-Iohou uolliig wcrcfon ^ haben zu keinen 
80 eiufacben Darstpilungeii wie -Jio nejjaiheu UulorsukicJo gefuhrt ^ wie 
aus §• 9. und §• 14« hervorgehe ^ 

Da jedoch dieAnalysin die Summen • Ausdrucke dor genannten Rei- 
hen noch nicht gegeben hat^ so versuchen wir^ sie auf folgendem Wege 
aufzufinden. 

DieReibe, deren Summirung uns nun beschuftigf^ ist in entwickei« 
ter Darstellung folgende: 

+ (jc+2Ax)(j?+3A:r) (^ + (P + '^)^Je) 



±{x -^^ nAx)(3r '{' (n 4-f) A.v) , . . . (.r + (/i -|- />) a j?). 
Das letzte Glied hat das negative Zeichen, wenn die Glieder- Anzahl ge« 
rade, das positive, wenn die Glieder-^ Auzalrf ungerade ist. Um die vor- 
liegende Reihe durch die $« 73. Pag. ä51 und 352 aofgerundonen . Glei«* 
chungen summiren- zu k(jfänGn, wird C3 our aöthig sein, das allgemeine 
Glied dieser Reibe in Partialproducte zu zerlegen und so die Summirung 
dieser Reihe auf die Summen -Ausdrücke der Potenzialgröfsen zurück zu 
fuhren, und sie dann durdi diese zu summiren. 

Das angezeigte VerlJabren wird auHfuiirbar, wenn wir dieFacultät: 

in WM Rdhe naob den Potenzen von y ontwickeln. Diese Entwickelung 
giebt nach $.42. Pag. 101 meiner Forso. tingen in der Analysis folgende 
Darstellung: ■ 
403. yiy+&xi)(y-^2&x).,.t(y+pAa;)s:^y'' -{-C(l; 1,2,3,.. ../j^^p Aar 

f<7(3;l,2,3,..../»,y-'(Aa:)» 



Wenn C(l;l,2, 3, p) dity Summe der Producte bezeichnet, Welche 

■ ■ 

durch die Yerbindungen aus p- Elementen zu r Elementen entstehen. 
Setzen ifir nun der Kürze wegen Cg stati C(t;iy2y3,*.\ .p\^^ C^ statt 
t7(3;l|2^3^..«./i) u.s.w.y und wenden dfese Darstellitng auf die Facul* 
tat. (jr+.ÄAjr)(ar+(/i+l)Aj?)....(j£?-f-(/2 4.;i)zi.a?) an, indem wir 7 = 
x-{^nAx MtzßQf so ziehen wir hieraus folgende Darstettungs 
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404. (jr + /iAjpy+»JA« 

....+ Cp(d{:+/iAjp).(Air)\ 

Diese Gleichung zerlegt das allgratieine Glied der Reihe iq Partjalproducte, 
die in ihrer Gesammtheit dasselbe wieder erzeugen« Werden dalier fiir 
die einzelnen Theile die Summen gesucht und fereiuigt^ so hat man auch 
dadurch die Summe der erzeugenden Funotion* Deuten wir das Auf- 
suchen des Summen - Ausdruckes durch S an^ ao entsteht hieraus folgende 
allgemeine Gleichung c 

es S(^x + ntxy'^^ + CiS^x + nAxy.Ax + C,(AxyS(x + nAxy^^ + .... 

....'\-Cp(AxyS(x'\-nAx) 

Da aber die Glieder der erzeugenden Summenreihe mit abwechselnden 
Zeichen verbunden sind^ so miissen die Summen der vorliegenden Par- 
tialproducte nach den Gleichungen (351#) und (352.) , also durch Aufstu* 
f ungen gesucht werden* Nun ist| fnr eine gerade Glieder * Anzahl, bei ab- 
wechselnden Zeichen: 

S(x + nAxy CS --^'[x + (n+l)äxY + ^x^, 
und für eine ungerade Glieder «Anzahl, bei abw^obselnden Zdchen: 

S(x + nAxy = C'"'[a:+(/i+l)AarF + ^-^*P. 

Folglich erhalten wir hieraus folgende Summirungsmethode fSr Faoultflten- 
reihen> deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind; 

405, S + (*+'»A*)[«+('«+l)Aa?][«+(n-f 2)Aa?]....+[ar+(w-|-p)Äx] 
= + ^"' [»+('«+ i)^]*^' + Cx ^' lar+(n+l)AarF Ax + Ca t' [x+(n+2)Ax]^' (Ax)\ ... 

Die Reibe bricht ab, wenn der Exponent von (x'^n^x) gleich Ö wer- 
den sollte« Die Summen - Ausdrücke für die Glieder auf der ^tcbiea 
Seite des Gleichheitszeichens sind schon in den Gleichimgen (360. — 363.) 
gefimdeu. Daher ist es nur nöthig, sie aus jenen Gleichungen hier ein« 
zuführen* Führen wir diese wirklich aus, so erhalten wir, da 

AS(/l+/2Ajc)[jr + (/2 + l)Ax] =: S(x ^ nAxf ^ äxS(x+ fi Ax) 

S(x + nAx)[x + (i2 + l)Ax]{x + (^n'{^2)Ax] 
= S(x'\-nAxy + 3AxS(xi'nAxf'{-(AxyS(x^nAx) 

U.S. w. ist; für Tacultäteoreibeii mit abwechselnden Zeichen, bei gera- 
der Gliederzahl: 
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406.^ 1 9 5 

, a?* , 3a?^ ar(Aa:)* 3(Aap)' 

lu. 8. W. 

bei ungerader Glieder -Anzahl aber: 

( a?(ar+2Aap) — (a:+Aa?)(jp + 2 Aa?) + .... + (x + 11 Aar) [«+(« + l)AJr] 

1 a: 

flK«+A^)(«+2AaO— (A'+Aa?)(x+2Aa:)(x+3ilr)+....+(a7+ii^^^ 

:5= -^ (a? +>i Ao:)' + -j- (a? + n Aar)* Aap + -5- (ar+n Aa?)(Ax)* 

, gr^ , 3a?^Aa? ar(Aar)» 
"*"2"^""T^~~2 • 

Nach dietei Methode lassen sich die weitem Reihen mit ihren 
Summen •AusdrScken finden. Da x und ax ganz unabhängig von ein^- 
ander sind und wülki|rli€h angenommen werden können ^ so ist leicht 
einzusehen^ dals diese Reihen von grofser ÄHgemeinh^t und Anwendbar- 
keit sind» Setzt maü i^rr^es 1 und ^x=^if so lassen ihre Summen «»Aus* 
drucke bedeutende RivjhMtfonen zii^ und es wird t 

408. < a -r ~ ^ I 

lA3-2.3,4+3.4.6^..-(ii+l)(/i+2)(ii+3)= -^^^^^-jCn+l)*— y (»+!)+ --. 

U. 8. Wt ' >*• » 

,1JJ -2.3 +2.4 ±+(n+l)(i.+2) =(ü+ll! + n+|., 

409. 7 t ' 

i A3-2.3.4+3A5....+ (n+l) (w+2) (n+3) == ^i^ - i^ 

Diese Reihen lassen vcfc auch durch die Facultäten von der erforderlichen 

Anzahl messen ^ und die^nn entiitehen die Zahlen«^ Ausdrucke für die ver« 

. • • • . '' 

achiedenen yerbindüngsciasseb. Hiervon wird später §. 05. eiue beque« 
Biere Summirungsreihe .piitgetheilt werden. 

Auf di^, angegebene Weise lassen sich uherhaupt alle möglichen 
FunctionHi^ wekhe Summenreihen mitabwecbselnden Zeichen bilden^ siim- 
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miren« Auch kann man Uemaeh die Reihen fSr Nenner- Facultaten^ de- 
ren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden aind^ summiren» 

f, 83. 
Eine andere Methode für die Summirung der FacuUätenreiben mit 
abwechselnden Zeichen finden wir^ wenn die Gleichung (342.) , welche 
die Äufstufungen auf die Unterschiede zurückfährt^ zu Grunde gelegt wird* 
Die Gleichung 

rcrlangt, da& die erste negative Aufstufung von fjr + (/i + I)Ajp]^'^'^ und 

von x^^^' bestimmt werde, um den Summen «Ausdruck der vorliegenden 
Reihe zu finden» Die Gleichung (342.) zeigt , dab dies mittelst der posi* 
tiven Unterschiede geschehen könne. Diese Unterschiede fahren nach 
§. 30* bei den Faoultaten im WiederhoInngHialle endlich auf 0. Daher kön- 
nen die negativen Aufstufungen durch eine endliche Reihe dargestellt werden« 
Stellen wir sie dadurch, dals in (342.) m = l, Xz:s[x + (n+t)AxY^^ 
und dann X=jcr^'^'' gesetzt wird, dar; so ist: 

und 

v> ^^ —^2 2* ~ 2' ^^^••^^ 

Dies fuhrt zu folgender allgemeinen Darstellung: 

410. x^^^'^(x + Axy^^+(x + 2Axy^^—.... + (x + n6xy^^ 

+ "2 2^+— 2^~^" 



• • • 



Die entiviokelte I>anteUupg der positiven Unterschiede , luid aiiie^ Reihe 
Too einer geraden Glieder -Anzahl eprforder^, folgende Gleichung: 
411. «PIA*— (a.4.Aar)P'^+(ar+2Ax)P«Ax^..._(jp^.„^jp)riA* 

2 • 2» 2» '. ***** 

2 2* ■ 2* 
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eine Reihe von ei*»er ^nrrr^'^r.cTen Glieder- Anzahl folgende: 

412. x''»^ — (a: + Aa^)'"^* + (a^ + '2AJp)P»^^..• + (a? + /lAary'•^" 

= 2 P 2* P\P — ^)" 2^ *"""* 



x^ p(:g + Ax)^''^Aa? , p(p-l)(a>4-2A.r)""^'^^(Aa?)* 



jr— — oa ' I 



2 2* • 2 



I 



•••• 



diese Reihen breohea ab, wenn ein Glied in öhergebt, und lassen sieh 
ganz 2weckm2Üsig gebrauchen. Ist p im YerbSItnisse zu n eine kleine 
Zahl, so werden sie sehr gate Dienste ■ leisten. Aus ihnen leiten sieh 
folgende spectelie FSIIe ab, fSr Reihen ron gerader Glieder« Anzahl, wenn 
dr=l und Äxssl, /iss/i— 1 und />=1.2.3.... gesetzt wird: 

ii.2 —2.3 +3.4—..., — ii(n+l) 

1*2.3 —2.3.4 4-3.4.5.... r-«(«+l)(«+2) 

__ («■ftyM- l»li,^ („4.2)»li-2»M ,, («f3)'li-3Mi 
"" — 2 """^ T* 2« — "^-<« 2* • ' 

1,2.3,4— 2.3.4.5 + 3.4.5,6.-. — ii(ii+l)(/t + 2) (71 + 3) 

_ (n+1)^ 1 1^14 li (^ ^,2)3 r»^2^ I i , ,,, (i,+3)^ I t-y I i ^^ (n+4)M»- 4Ut- 
2 '*' • ^ 2*" * 2» ^ "" ^ 2^^ ■' 

und für eine Facult&tenreihe von ungerader Glieder- Anzahl: 

t.2~2.3 + 3.4~....+n(n+l)^ (''+^^^"f>-^^-^ -2"-^-fi-, 
... I1.2.3 — 2.3.4+3.4.5 — ....+n(«+l)(n+2) 



413. 



(n-H)(«+2)(n43) f 1. 2.3 '_ (n-|-2)(>»+3) + 2.3 . »^+^5 _ ^ 
2 T^ "** 2' 2«' 



u. 8. W. 



§. 84. 

Sammiraog dar Reihen, die darch JExponenUai-Gröfsen erzeugt werden. 

Die Sununen der Reihen,^ welche durch Exponentialgrörnen erzeugt 
werden, lassen sich auf eine ganz einfache ^'eise r^arstellen« Betrachten 
wir zuerst diejenigen Reihen , deren Glieder mit positiven Zeichen verse« 
hen tittdi sa erbakea wir ans der ersten Reihe von No. 350* , wenn dort 
^0 s= 0^ gesetzt wird) folgende Reihe : 

Zur Bestimmung der GJIadbr des Summen - Ausdruckes sind die ersten ne- 
gativen Utttersohiede der Exponentialgroliien a^^*"^^^^ und o^ nothig« Siie 

45 • 
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hestimmen Bich aus der Gleichung (202.). §. 39.9 \^euQ X'\'(n'\-l)Ax und 
dann jr statt y und m:=l gesetzt wird. Hieraus wird: 

. 415. 0^4-0^+^*+/^+'^^+.... 4.0^+"^* 

a — 1 a — i a — 1 

Wird hierin ar = 1 und /z = '2— 1 gesetzt , so gewinnt man hieraus die 
bekannte geometrische Reihe mit ihrem Summen -Ausdruck^ und es ist: 



416. ö + c^ + flr'H +0* == 



a^'-^^ — a 



c 



~i 



Wird die zweite Reihe der Darstellung (350.) zu Gründer gelegt und Yq = a"^ 
gesetzt^ so erhalt man hieraus: 

Werden nach derselben Gleichung die nöthigen Werthe des Summen« 
Ausdrucks bestimmt und eingeführt^ so ziehen wir hieraiut: 

(72 +1) a^' + n. ö^+^+ (/i— l)e7*+^^ 4- . • . • + 0'+"^ 



v2 A*. ^ • 



Durch ein ahnliches Verfahren erhalten wir auch folgende Reihe , nebst 
ihrem Summen • Ausdrucke : 

_. 0-^0'+^)^- fl^-^^^-" (n-ft)-^"^^^ (n^i){n + 2)^ 
(a^-if ; (a^-1)^ 1.2.(c^— 1) 

u. 8« Ww Allgemein 

~ (a^'~t/ (a^*"-!)-^' ''*' r-'^'ia^^i)^ 

Eben so leicht bestimmen steh di^ Summen «Ausdrucke der Ry n^ 
nentialreiheq ^ deren Glieder mit abwechselnden Zeichen versehen siiid« 
Gehen wir von der ersten Gleichung in (35l«)y so erhalten wir für eine 
Reihe von ungerader Glieder • Anzahl • wenn wir dort X]y s=s a* setzen : 



' 
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Der Summen -Ausciriick beruht auf der Darstellung der ))e:deQ negatii^i^ji 
Aufetufungen der Exponentielgröfsen a*W"+*>^* und ix^. ' Sie finden ^i|. 
ans der Gleichung 87/ §. 14«^ wenn wir dort ^r}*(/2^1)Ar und ^ s^tt 
y und m SS 1 setzen. Hieraus entsteht: 

418. o*--c*+** 4r ä^^-^a**^ +*...+ o*»^** ~ 2 



Eben so eriialten wir für eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl aus (35|A| 

oder, wenn die negativen Aufittafungen eingefSbrt werden, 
419. C— o*^^ + o*+'^~....^wg«^•»^ = _ a^C"+i)A»-^a» ^ 

Für zusammengesetztere Reihen dieser Aot erhalten wir aus der swtf%n 
Reihe von (351.): 

(n +1)a»— /io'+^+(n-rl)df+»*' — . ... + a»+"A» 

und hierai|S^ wenn die angezdgten negative:} Aubtufungen eingeführt werden: 

(/i + 1) o^~ /z q*+^ 4- (n —1) ö*+**» —,...+ fl*^"^ 

Eben so 

(n+l)(w-f-2) - n(n-^i) ^A>. , (n—i)n ^^t&x __ a.Ä»l-«A» 

1.2"T" 1.2 " ^1.2 ....-r» 

^ (l+a'^)' "*" (1+a^)» 1.2.(1+«^) 

u. 8. w. ; allgemein : 

420 ("-r-n ^ " fl*+A» I V" — ^) Q«+sA« . , .• a»+*A« 



a ■' « 



(n+i)a^^'^^- , , (n+iy 






Eben so erhalten wir fiir eine Reihe ?on gerader Glieder «Anzahl: 

(t+«^/ a+b^*) i'^"*^^(i+o^; 

Einzelne Ffille leiten sioh leiohit aus den vorstehenden Reihen ab« 
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§. 86. 

Somininiiig der ReiheD for WinkelfonctiofteD. 

Zuerst suqhen wir die Summen - Ausdrücke für Sious-Reifaeo, deren 
Glieder mit positiven Zeichen Tenehen sind. Legen wir die erste Glei- 
chung TOD (350«) wiGmndei und setzen dort ^o^=^m^> so erhalten wir: 

Mn^+«in(4:+AJ:)-f-sin(j?+2Aa:) + .... + 8in(a? + ^^^) 
«s A^^.«in[;r + («+!) Aor] — A^'sinar, 

die ersten negativen Unterschiede^ die uns nach den Gliedern auf der 
rediten Seite des Gleichheitsseichens nothig werden^ finden wir, wenn in 
der 2ten Gleichung von (206.) y^=x-\-(ji'^\)hx^ y = ^ gesetzt , und 
mssQ in unsere Gleichung eingeführt wird» Darnach entsteht: 

w 

422« sin JP-{- sin(dr + ^ a?) +sin(ar + 2 a jr) -f- . .. . + sin (jc 4" '^ ^^). 

co$£g4" (^ "f* 3) ^^3 t cos(x — i^x) * 

2An\tiX • 2siii|Ax 

Die beiden ZHhIer des Summen «Ausdruckes können selbst wieder nach 
der Gleichung; 

423. oos/i~eos7 c= — 2sinCi^.sin2^, 

wenn ^KX'-f'C^+i)^^ und ;i=x-^f aop gesetzt wird, in einen Aus- 
druck susammengezogen werden. Es wird alsdaoc: 

j__[-.cos(x + (/2 + i)Ax) + co8(ar~iAa?)] 
"^ 28i^h2sin(:r+^).sin(-^^^ 
oder, da sm(— ^^aät)«-- sin^i-Ax ist, 

. / , iiAr\ . /i4-I 
sw^ap-l — ^ym-^i^x 

2.1iriIit-€Os(a.+(/2+i)Ax) + cos(x~iAx^^ ^r,^^ 

Dies fuhrt zu folgender Gleichung : 

^ / . näx\ . n+l . 
sm ^ar+ -j-^ 8« -^ Ax 



• Ax 



Für die Auffindung der weitem Summen -Ausdrucke für die in (350*) 
enthalteni^ Reiben werden uns die nachstehenden Bestimmungen nötbig. 
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A-»Xi = A-'«in(x+ Aar) == -jpr^S^p, 

u. s. w. Benutzen "vrir OneM BestimmungeD, so entsteht: 

s= A-^sin[ar+(«+l)&»]— ^=iA-*8inar— A-»8ia(*+4«) 
8iiirx-f(«+l)Aa?l-.»iB» . ("+*)'»*(*— 2" ) 



/ 



Oder 9 wenn die Zähler Iva ersten Aiubdrucke zusammengeadSilt werden^ 
nach der Gleichung 

424. «in/> — sin 7 sä 2oos£^^»8io^^-2y 

80 flieCit hieraus: 

425# (/2-=|-l)8inap4:'^*"*(^+^^) + ('^ — l)8in(dp4-2Aar)....4-8in(«+iMjp) 

a?+"2" /^"""ä" — (it+i)co.sljt— -5-j §111-5- 

Auf gleiche Weise erhalten wir die nachstehenden CHiriehungen : 

^ 2»(wnjAx)« "*" tJt^titti^a '^^^SüilAäe^ 2»^a^*' 



C^2/ 



>?o(jp-f'Aac) 



2»(8iojAx)» 2*(8infAx)*» 



t '•. 
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^ p, w« Die beiden ersten und lebtteo Glieder dieser Summen •Aus.dracke 
lai^ft^n sieb in einen zusammen- zieh enV Das äligenieine GeeeCei wonach 
il\t<'- Gebilde fotlschrelten, läfst ^b- b^idlrt erkennen, 

Nim Itotinimeii wir die Shsthmen- Ausdrucke för' CosiamNibeQ^: 

Aet^^ Glieder mit positiven Zeichen verhiznden sind* Führen wir Htf dem 

En46 in den Gieiohungen (350.) Xo^=^iiosa: ein, so erhalten wir:. 

C08JP+ cos(^+ A x) -f Qps (ät^- 2 AO?) + . . . . + C08(ar + ^^^) 

= A""^ coa [a? + (?2 4- 1 ) A jc) »— A"^* cos ar, 

(n ^i)ooBX -{- n cw(x '^^ A x) -^.{n — l)co8(ä^-|-2AÄr) + .»..Hhoo«/^+^Ax) 

zsz A""*C08[ar'+('' + 2)Ax] — -—-• A*~^ cos a? — a^- cos (o; -f- A ^r), 

• ■ • 

.fet^-^ö cos X + ii^±^ M. (ar+Ax) + ^-^j^ cos (a+2Aa:) + , . . . -^ ^»+iiA*> 
ts. Ä 'coB [«+(n+3)iLr] — ("+j)y^) a-* cos v — ^ A-^ cos (x+^) — A-»co» («+2Ä») 

II. ff. w. Wir adbeüji daCs zur Darstellung der zu findenden Summen «Aufu 
dni'jk^ die ncfgatiTen Unterschiede der Functionen des Cosinus niMMg sind« 
Die Gleichungen (207.) geben diese^ und wir erhalten aus ihnen 

>»-«««- ^-;_l_/»J_o^A«.^ co8[x4-(w+ 1)ax] 

A-^cos[x+(n4.a)AaO == --ii%yq±i^^, 



U. 8. W 



• 




2siDiAjf? ' 

A«.^ — rosx V 

■'' 2»(8ioiAxj«^ 

A oo8C«+^Ax, T'lSil^x-F» 

u. 9. w* Biornach erhalteo wir t 

CO« X + CO« (x'4- A«) -f-op» ^ +.2 A x) + ••••+ cos (x + /» A x) . 

28infA» - , Aap » 

28M1-J5- 

oder^ wenn die beiden Glieder ctes Summen - Ausdruckes nach (423.) zu« 
saminen^ezalilt werden, 
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eoa ( x^--7pj • tiD -^ A« 

Oder weim die Zlliler des ersteD GHedet naeb (423») susammeDge^hU 
werdtti: ^ 

— V ^ 2 7 2 (ii+l)siii(jp— fA«) 

Eben to. wird: 

(n+l)(»l+2)_ , I|(m+1) /in, , r I s 

' ^ 2 «»•Jp+-^y7^<»»(jp+Ax)4..,..4.co>(dr4-*^*) 

I (n4"t)cotJP 
"''2*(8infAx)> 

o« s« w« Audi hieraus laüit sidi das allgemeiDe Gesets und die Ähuüoh« 
kellt dieser Gebilde mit denen dm vorhergehenden %. erkennen« 

%. 88. 

- Wir besobBftigen uns nun mit der Darstelhing der Summen für 
lUiben der WinkeUunelionen^ deren Glieder mit abwedisdnden Zeichen 
verbunden sind» Zu dem Bnde stellen wir zuerst die für die Reiben des 
Smus, und dann die des Cosinus dar. Gehen wir von den Gleiohiiiigeii' 
(351.) aus uiid setzen dort JCoS= sin ^^ so erhalten wir for Reihen vun 
einer ungeraden ^Glieder* Ansabl folgende Darstellungen t 

»lux— sin(ar + ^^) + sin(a? + 2Aar)~....+sin(jr + /iAÄ?) 
sr^*siii[r+(/J + l)Aa?]4-^*8inj:, 
428« {(n^X)%MiX — nsin{ap4-Ajr)+('2— l)»in(dP+2Aj?}— ....4^1n(4K^f^w 

CreHtf f JottHinl d. M. IM. XIV. HO. 4. 46 



354 23. Oeiiin^€r, Stmtm^nrechnung d'r durch einfacht Fun'^tionen erzeugten Reihern* 

u« s. w. 

Nach diesen Gleichungen sind uns dio negativen Aufstnfiiogen der 
aogezoigten Sinusfundionen nöthig« Wir erhalten sie ^ wenn wir in der 
Gleiohung (OK) die gehörigen Werthe statt y einsetzen* 

fes fuhrt zii folgender Zusammenstellung: 

2 cos -TT- 

^— •» • r I z' f rk\ ff »III |V»»I-(»»+1>/^.t1 

^-«d[* + (« + 2)axJ = -i a^rcfL)' * 



u* s« w. 



< *SinJP ff= -;- — , . 

» 4 2go»§Ax ' 



• ^—2 • / I A \ J*inx 

^ VI/ 2*(co»jAx)*' 

o_T . I , \ sin(x4- Ja.t^, 

^ VI/ !L*»(ro5j^x)» ' 

U« 8. W« 

Dio Sal>.stifiition der ^or.Ht.^lionJen '\Vcrthe erzoiigt für Reihen von ung 
rader Glieder- Anzahl: 

sinj?— sin(jp+Aar) + sin(ar + 2Ax) — .... +^in 'x-f^/JAjf) 

»in[r+(/i+a)'^'^H-8in(^— — j 
■"" 2co8|Ax 

D^v Zahler des Summen -Ausdrucks lälst sich nach der Gleichung 

429. ninp + sin y = 2 . sin ^ . coh P~^ 

in einen einÄigen Aiimdniek v^einigen, wenn p'= :r -{- n-^ \)sx und 
cs=^ t {ät gewetzt winL Dies fährt zu folgender Darstellnng : 
AJiO. wnx — Hiii>-f ^.T. -T-wn/.r^' ^^^ — .... + (x + zjax) 

. / .nie. rj + l 
*~ "" " AX 



nr 



C08-J 
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Auf gleiche Weise erkalten wir folgende Gleichungen; 
(/»+t)8in or— /i. sin (x-f-^x) + (n — l)8in(.r + 2 a x)... .+ üa(x-^n^x) 

2Mco»5Aar)» >" i • 2co8iAa?~ 

sio l op-j 2 ^^/ • 



431. l = 



Aap). cos— — Ax I j . / , X 
/ 2 4."Ü »»»(Jg— fAJr) 



432. 



~ »in ! [ Hn+i' ^sx:] 4- sin (x-j^Ax) , (n+i)üüX , ^^'''^^ ("+^)>'"V^--a") 

2»(co»{Aa7)» ^2*(cos}Ax)*'^ 1.2.2cos^Aap ' 

u. 8. w« Für Sinns -Reihen mit abwechselnden Zeichen^ die eine gerade 
GUeder-Anzaiil haben, eröffnen sich aus (352.) (bigende Darstelkingen : 

f sin Jp — * sio («4-^ + wn (x^2ax) — ••.. — sin {x^nAx) 

(fi+1) 810 ar — n sio i .r+AT) -f- (r— 1) sio (a>4-2Ax)— . ... — sio (op-f*'»^ 
: - C*"%io [x+(n+2)Aa:] + C^ sio (a^-Ao:) + ^ ^-^io »^ 

-^'sii.[a:+(n+3)A.rl+^^io(x+2Aa.)+ 2+i^^io(a:+Aa:)+ ii±^±?l^-*8Üi». 

\a« 8« w. 

Die Werthe^ die uns zur Bestimmung der Summen « Ausdrudie der 
i^orliegenden Reihe nöthig sind, werden aus der obigen Darstellung ent- 
nommen und gehen Folgendes. 

sinap— sin(jr+ Ajr) + sin(ar-}-2Aap) — .. . . — sin(x-f-/iAjr) 

— siD[jP"t-(yf|- j)AJc]+sio(g — jAx) 8iD[x4-( o +i)Aj] — sin(a: — jAg) 

2co8|Ajr ""^ "" 2cos§i&x 

Der Zähler des vorstehenden Summen - Ausdrucks laTst sich nach der Glei- > 
ohung (425.) einfacher durch einen einzigen darstellen, und dann erhal- 
ten wir: 

433. sinjp — üu(x-{- Ajp) + sin(ap + 2Aap) — .... — sin (:r + /i a jp) 

Eben so entsteht: 



cos 



Ax 



cos ^ Aar 



(/i-j-l) «in x — n (sin [x + a jp) +• 8in(jp -f* 2 ax) — .... — sin (x + /i a x) 

^^ sin [x •4* (w 4" ^ ) ^ ^] — sin X , n^i sio(x — }Ax) 

~ • 2'(cosiAx)* ^ 1 • 2co8iAx ^ 

48* - 
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(«+l.,>+2)^.^^_«(M^^.^^^^^j^(jj-t^ -rfa(*+iiA.T) 



t.2 



1.2 



1.2 



^'-'^ ^, Aar ■*" 1 • 2* (cos 4 Aap)»"** l\2.2€08|Aa? 

, 2 

Wir gebeo mni ober zur Darstellung der Summen« AusdrSdcefpr 
Reiheu des Cosinus^ deren Glieder öait ab^eohselnden Zeichen versehen 
sind« Legen wir zuerst dieReiheo för eine ungerade Glieder «Annhl zum 
Grunde, so eriialten wir^ wenn in den Gleichungen (35 L) JT^ssoos^ ge- 
settt "wird: 

/# coBa?— cos(j^Aar)-|-eos(dr«4*3^^) — ••••+co8(flp4-iiÄjp) 

== ^* cos [X+ (jl+1) Ax] 4- ^* «>8 Ä?, 

• ■ • • 

(i+l) cos 37 — neos (a?-J-Aa?) +(n — 1) Cbn {x-{-2äx) — . .. .+ CM(«-}*nA*) 

■ / 

— i~ 2 — iT2~ '"' ^^"^ ^ "^ 1.2 "^**' (*+2Aa?) — . r . . + cot («f MA«) 

« ^' CO» [4^- («+3) A«] + ^» «0» («+2Aar) + 2±i ^-' cos («+40?) 

(ii+l)fnf2) 



434. 



1.2 



t' 



COS«, 



IK 9. W. 

Die negativen Aufstufuogen, der Cosinus* Functionen, die uns zur Darstel- 
lung der Summen - Ausdrücke nOtbig werden, entnehmen wir aus dar 
Gleichung (05.). Sie sind: 

^^»oos[*+(«+l)A*J = «»[^-("•fl)^^] 

-cos[x + (/i + 2)Ax] = _^^^Jt^^^ 

C €<>Sl^+,/I+3)AX] 2Mcos|Ax)> » 



Sa Wa 



rcs(.T — |A«) 
2co8iAx ' 



^ ^cos(ar+Aap) » 5^ 



cos« 



^'ca^(x+2AT) 



2*{ro»tAx)»* 



U, Sa W# 



2McosiA«) 



i» 



./ 



2 -"^ 2 
• • _^ _ «^ «^ I 



, nAx\ »+1 , 
eoftixH — s— I . C08- i Ax 
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FSIireQ wir nutt Ae angez^gten Wertbe in die GleiohuDgen (434«) eio^ 
80 entsteht für Cosinusreiben von ungerader Glieder -Aimhl: 

•OiJr— ^oos(y+A*)4-co«(4r+2A«) — .... + cofi(X'\'nAx) 

cos [x+ (n +1) Aar] + C08 (*— ~) 
^* 2cosiA«» ^ • 

Wttden die beiden Glieder im 2^Ier des Summen «Ai»drookea nadi dar 
Gleiobung 

435# CMp+ow^ 8= SöcM^^^.eos^^^ 

dnfaoheren Soomien« 
AusdraoiCi und es ist 

436* eoaar-~ooa(x-f- ax)4-<)m(x4-2 Ad:) •-•»••• 4-.OQs(«4"^^') 

(, 7iAx\ 

€OS|AX * 

Eben so entst^t: 

(ii-|-l)coBx — n cot(ar-(-A«)4-(a— l)eo8(x-f*2Adp},.*«4*€Ot(x-f'>tAdr) 

cos[x4'(^'4^t)Aa!l4'C08jg I (w4"l)crt>(jF-*{Aac) 
* 2^(cos|A«)V **^ 2cos4Aj? * 

fe^l^)cos«-^i^ 

co»[g-|- (it-l' I) Ax) -f ca>(ap4-§AJp) . , ii«f t ^ co§ ar , (ii-|>l)(»4-2) co» (^— jAap) 
^ 2»(cotSAx)« T 1 •2»(eo»4Aj:)*'+" 2.cosiAx 

n. s. w# 

Legen wir Cosinus- Reiben von gerader Glieder «Anssahl zum Grunde^ 
so erbaften wir aus deo Gleichungen (352.) folgende: 

C08X — COs(x-(-Ax)-J-r05(x-|-2Ax)...« — CO»(x-f-H.Ax) 
BB — ^■"*CO8[x + (/l + l)Ax]4-^~*C0iX, 

(»-f-l) co*^— '«co«(x+ Ax)-J-{ä— 1)0O8(x+2ax) . • . .^ -* cos(x+iiAx) 

ta -• ^"^COf [X + (ll +2) A x]*4. ^"^^ C08 (x + A x) + ^^^ 
4^tB) c«i»-2^-Ö «•f«+A«)+ ^^5=^ CO» («+2A«) . . . . -r- C0»(»+Il4*) 



4ä7. 



» 

«. s. w* 

Die Bnfiihrung der angezeigten Wertbe aus der oben angefBbrten Zusain« 
mensteUung giebt Mgende Resultate ; 
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' - . . . 

2coss^a7 2cos|Ax * 

Werden die beiden Glieder im ZShIer des Summen -Ausdruckes in ein 
einziges nach der Gleiehuog (423.) zusammengezogen^ so erhalten wir: 
438, oosjf — tos(jr + '^^) + <H>*(^ + 3^^)'*^»**«'— cos(jr-f*if^^^^' 

sidIjc-J — 5r"J«**"'"T» — ^* 

C08}AX 

Eben so entsteht: 

{n^i'jcosa: — nco8(a?+AÄr)+(/i — l)co8 (x 4-2 Ajp)— >•••• — cot(«-4-i'^^ 
^— i-r-~r-!— ^ cosa? io~ cos (ar+/Wr}-f- —--—-- cos (jp+2a«) — • . • ••— cos(x-fff'A^) 

* COSfx+(/l-H)Ax] — COs(x+-;r-) ,- / •4\/».jÄ\ / 1.J' \ 

*- • ' *^ -* \ ' 2 / , w+i C08JP . («tl) (w42) CO^(3P-}d x) 

— i2»(cos|Ax)f •" 1 •2*(cojiAar)**^ T.2 ' 2eoti^ 

u. s. w« * 

Das allgemeine Gesetz^ welches den in $• 86. — 89/* gefundenen 
Sumoien- Ausdrücken zu Grunde liegt ^ lüfst sich leicht erkenpen« 



• i 



B. 

§. »0. 

W^ir haben uns in den §§. 11. — 89« mit der Summining .solcher Rei«» 
hen beschfiftigt) deren Glieder mit den £gurirten Zahlen oder mit dpn 
numerischen Ausdrücken der verschiedenen Verbindungsklassen verbunden 
und mit gleichen oder abwechselnden Zeidien Teraehen sind. ' Di4se 
Zahlen -Ausdrücke sind so mit den Gliedern der Reihe verbunden ^ dfis 
die Glieder der Reihen ihrem veränderlichen Theile nach zunehmen, ilie 
die figurirten Zahlen abnehmen. An dieser Form ist nichts m. Sndefn, 
oknp die Gültigkeit der Reihe selbst aufzuheben« M 

Im Folgenden suchen wir den veränderlichen TheO der Glieder der,. 
Reihe und die figurirten Zahlen mit einander in Einklang 2su setzen | und 
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lasMD die Torzablea in gleichem Maafiie wie die veränderliche GrSfiie 
sonehmAu« 

Die Reihen^ derira SommiruDg tu» im Folgenden besdiSftigl^ haben 
im Allgemeinen folgende Form: 

Um den Summen •Ausdnu^ im Allgemeinen za finden, betrachten wir 
jsuerst solche Reihen, deren Glieder mit poüitiven Zeichen yeneben sind, 
und togen die erste Reihe von (351 •) 

•,;Zu Grunde, behandeln sie aber auf eioc andere Weise, als friiher» 

Wir haben in $. 25. gesehen» dais die Zahl der Glieder die- 
ser Rf;ibe nach WillkShr bestimmt und nach GutdSnken vergrofsert und 
verkittnert werden kann. Eine zu deni Ende vorzunehmende Yerände» 
rang hingt davon ab, dafs das Substitutionsge^chaft, wodurch sie er- 
eeugt wird, al^ebrocben werden kann. Sie wird /i-f-1 Glieder erhalten, 
wann wir das Substitutionsgescbiift bei dem Gliede Xq beendigen: fnr 
diesen Fall wird der Ausdrack a^^X^ als Scblufsglied erscheinen. Sie 
wird n Glieder erhalten, wenn wir dl» SubstitutionsgesobSft bei X^ been« 
digen. ' Dann wird a**^ X^ als Scfblufsglied erscheioen« Sie wird n — 1 Glie« 
dcHT erhalten, wenn wir das SubstitutioosgeschSft bei i^JC, abbrechen, und 
dann wird a^X2 als Scblufsglieid erscheinen, u. s. w« Stellen wir die 
abgekürzten Reibm sräs^mcii, so gewinnen wir folgende 'Darstellung: 



Jlj -f- JCj -f* A4 + ..•.+ Xf^ = A"" Xf^^ 

X% + J^4 T ••••"!" Xy^ ^ A X„^ 
X^ T" • • • • -T X^ s= A*" X^ 



A" X2, 



Xj^ = A^ -X„^l — A"" Xj^m 

Jede dieser Horizontalreihen druckt eine nach demselben Grundgesetze 
gebildete Summenreihe mit ihrem Summen -Ausdrucke aus. Die vorlie- 
gende Darstellung giebt uns den Yortheil, dals wir alle frei erhaltenen 
Summenreihen in eine vereinigen können, wenn wir sie in verticaler 
Richtung zusammenzählen. Bei dieser Vereinigung haben wir zu l^eruck« 
sichtigen, dafs das erste Glied einmal, das zweite zweimal, das dritte drcT^ 
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mall u» f. f.| dati (/7 + l,te Glied X,, und ebeo wo ^a'^^X^i (ii-|-l)ilHd 
«Torkommt. Hieraus sieheo wir folgernde DtnCeiluDg^ 

Xo+2X, + 3X^+iX^ + ....+{n+l)X^ 

Mit dem Amdvmke (n'+i)A'^Xi,^ ist eine negatire Seihe TerbuiideBf 
deren Glieder sfimmtlicb mit a"*^ Teifumden ersdieinen. Sie fosselt an» 
sere Aufmerksamkeit» Gelingt es miSi 9ie za entfernen nnd durdi eines 
eiofnoheren Ausdrndc zu ersetzen ^ so werden wir endi den Snnmie»* 
Ausdruck der ?orliegenden Reilie emÜMdier darrteilen- können» IKe eiuü 
fächere Darstellung fliefst aus der Gleichung (439#) ganz leidig wenn wir 
jene mit A'^'^TervIelfacheo. Denn alsdann ist: 

A** X^J "^ A** J^i-Tp A*^ Ji'2 "l* A"" Jl^ -j- • • • • «j- A*" 3l„ SS A JC„.|.|— A Xq^ 

9 

Führen wir diesen Werth als einen negativen ein ^ so gewinnen wur die 

# • 

gesuchte Darstellung und es ist: 

= (n+l)A-'X^,-ä^X^, + A-'X,. 

Diese Gleichung wird uns nun dienen^ um auf dem betretenen W^e 
andere und Zusammengesetztere abzuleiten« Wie im vorhergdienden Falle, 
so werden auch alle Reihen dei; Torli^geuden Gestalt auf gleicbe Weise 
geliildet werden ^ wie sich auch die Zahl ihrer Glieder findert 
wir nun das höchste Glied unverändert, und vermindern die Glieder« 
a«hl, der Reihe naoh von vorne herein um 1, 2, 3, .... Glieder^ so ge« 
winnen wir folgende ZusammenstelluDg : 

+ lA-, + 2A, + ....+(;i-l)X„=:(/i-l)A-'X„+,— A-U'.+,+A-'X„ 
lX, + ....+(«-2)A', = (/i-'2)A-'iv,-A-*X^L+A-'X„ 



A, rs 1 . A-' A^.— A-*A'^ + A-'X.. 

Zfiblt man die «rh^lteneD Reiben in verticaler Riehtung lUMin imen nnd 
betSduiehtigt, dab rioh die Vorzählen der Glieder nadi der GleMiung 



1 + 2+3 + 4-+-. ... + x = 



.r(ar+ 1) 



1.2 

AuMi>'iitci«/Shku Ijs-oOq, uuJ (IuIs der Austlrrck ~'X,^i in der striiitpa 
Scli<il«>U Reihe (n+l) mal vorliommt so crhaUen wir: 



% 
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Im Summeii - Ausdmicke erschein^ «^ine Reibe 'tobt der Form (439«), cloren 
Crlioder sämmtiiob mit dem sweitcr negativen Unterschiof1#» verb*in<W 
iindt Ihre Summe erhalt man^ wenn (439») mit a"- vervieifacit wird. 
Hientfich ist: 



ird Aeaer Werth eingeführt, «o geitinrien^ wqr : 
Auf gleiche Weise fin^^^n wire 

V J.2.3.4 , 3.4.5 y , AnWn^yn^) _, 

und allgemein: 

ff 

$. Ol* 

De« nSmlioben Gang, wie in dem vorhergehenden $•, befolgen wir, 
um Summen« Ausdrücke fSr Reiben f deren Glieder mit ^ abwedbselnden 
ZeicheD verbunden . sind, su erbalten, worin die figiirirten Zahlen mit der 
verfinderlidien Grolse in den Gliedern der Reihe wachsen« 

Wir geben von der Reibe 

443. ^»XM-iC-)"^'^« 3r,-x^.4-x„..,-....(~^ 

die aus dw Gleichung (18.) $.4. durch Erhöhung der StellenziAleQ ent<^ 
nommen ist« aus , verkürzen die Glieder dieser Reihe iiMmSlig, und lassen 
das Glied X^ unverändert. Hieraus entsteht; 
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S ^"+1 """b ^-1 '^^ -^ — ^^ij 

Wählen wir hier in irwticaler Richtung ensammen^ so gewinnen wir: 

Die jKeihe auf der rechten Seite des Gleiehheftszeichens ^ deren Ijüieder 
sSinmtlioh mit den ersten negativen Aulstufungen verbunden sind^ sunimirt 
sich nach (443.) selbst^ wenn dort allenthalben mit ^"^ vervielfacht wird. 
Es ist demnach: 

Durch Einfühning des Summen -Ausdruckes entsteht: 

444. {n+i)Xn-nXn^i + (n-'i)Xn^, — ....{^yX^ • 

Benutzen wir auch diese Gleichung «u äner weitern Ableitung, sp entsteht : 

j= (n— I ) X, — («-2) X„_i.-|- (n-3) A',_2 .... — 1 . X, 



'^c 



;'.i 



Die Vereinigung in verticaler Richtung erzeugt folg^^nda Oarstelhing^ wenn 
die Gleichung / a 

berikknchttgt wird: 

1«2 1 * ^J- 
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Wird die den Summen -Ausdriick begleitende Reihe nach (443.) zusam« 
mengezahlt^ wan durch Vervielfachen mit ^^ feschieht^ so erhalten wir: 

MAi (w+l)<n+2)y w(n+l) ^ , (n—i)n ^ / . , y 



= ^-^^t'x.j^.+'^i-^x^^i+rx.+ii-ri-'x 



o« 



Der AbleituDg^gaog lileibt unveründert derselbe« Er führt zu folgendem 
allgenieiben <Sefteize: 

I 

Hier lassen sich zwei Fälle iintersobeiden. Die Reihe hat nämlich eine 
gerade oder eine ungerade Glieder -Anzahl« Für eine ungerade Glieder- 
Anzahl wird n gerade und dann «rhalten wir folgende Darstelhing: 

447, ,XJ, . r-l I 1 -^l T jr-l J l ^ T* |r-l J i ^3 • • • • + pTfl ^» 

Ist die Glieder -Anzahl gerade ^ so wird n ungerade ^ und dann wird das 
mindeste Glied ^ mit dem negativen Zeichen versehen sein. Uro auch 
in dem Faile mit diesem als einem positives:! beginnen zu können, müssen 
die Zeichen der Gleichung in die entgegengeseteten verwandelt werden. - 
Diese Bemerkung .erzeugt folgende veränderte DarstdlMug: 

41Q Y ± ^x ? X </l + l) Y 



i'-lll /•J_l\'^2n 






^. 92. 

Da wir Im Folgenden die Gleichungen (4420, (447.), (4480 öfters 
benutzen werdey, ao «teilen wir ^zur b%{ii£«!nern Obersicht hier eioige spe- 
cielle Fälle zusammen. Vi'ir erhalten aus (44X): 

47* 
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449. 



450. 



_ (l»-}-l)(l»-fa.) ,l/^^ .L^+^a-jV _L.aOV A-3V 

^*'^t53 *"^t2:3'**'*^* •••••^ n:r' ^' 

_ (n-ft)(>t42X/t+3) ..,v. {ifHX^- j-2) , x^+^Asy A-«V J-ä-*v 

U. 8. W* 

liis (447«) erbalten wir rot Reihen von einer ungeraden Glieder -Anzahl: 









I •• . ■ ••^ ... • ■ ■ . . l 



1.2.3 



1J2.3 



.1 



-Alt 



.^B.)^ 



1.2.3 



451. 



Aus (448;) aber erhalten wir^Mur fteihenvön einer geraden Glieder -Anzahl: 

A^— Aj|-|- Aj|«7- Jfcji •♦••—* ^ ■**. '"^ . v^ Av»i|.i-|-\ A^j^ 

x;- 2X.¥' 3X,^ 4X,....l(«+l)Ä«-2±!^*Ji^^ 



^ ~ 1.2 ** T 1.2 **~ O ^» ; • * •, r^Jüä 



i,3.4 



3.4.5 




t^x,:^,^?!±if « Y^,-f» Y„^^+f»Xo . 



n. 



^•^rO-^^+iSa^^rr^r---- — -1.2.3' * * 



. * . *. 



• •. « 



n+ 1 , -j 



— ""^ 1.2.3 ^ "t^"^ . ÜdtrT^ '?«*»" 7F»^" ^ " 



^»X.^irfi'^JJ. 



\ '. 



U» 8« W» 

Eine Vergleiohung deriGfeiehvngiw(440.>/f450?f/t^^ 
(35L) und (352.) zeigt diel "vrasentlicbe Yerschidadnlieif ^^^^ 
Heihen und ihrer Summen - Absdmcktf; - 
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Wir wenden un» nuti zu ApWßndonePn« Die ersten Gleicbungeu 
in (449.>, (450.)' rnd '4';i-) falUn mit deiun von (350.), (351.) und 
(352«) zusammen Daher benuizen wir sio nicht, ^n^om si^ schon an den 
gehörigen Orteb benutzt und die Summen* Ausvlriicko zu ''cnoD nie (Sh* 
ren aufgestellt wurden ^ sondern gehen zur Auffindung der Summen- Aus- 
driieke für Ild1iei% deren Olieder mit den figurirten Zahlen veri>unden slnd^ 
fiber^ und J>etracliten zuerst Reihen der PotenzfaI*€M}lsen« 

Wir legen zu dem Zwecke die zweite Gleichung Vota (440«) «o 
Grunde^ und setzen fa 9ur X)<=^^« Dadurch' wirdt 

«»*+2(ar + Aar)P+3(x+2Aar)P^4(4r + 3ÄjF)P+ 

zur Darstellung dm Summen ^Ausdrucke» der TorGegenden Reihe ist nur 
der erste und zweite . n^gptfre Upterschied von i«+(o+O^^F iuld«der 
zweite von ^ nötluiK« JPJese finden wir nach gehöriger Substitirtioo ans^ 
den Gleichungen Xli^^X und (193<V Ihre^cJSNahnmg nach der Angabe 
der TOrstehenden Gleichung giebtx.. 



•2) (Aar)» 



>« 






— * 



Ausdrneke 



0^1 jM^^gy$^ 9^9 11^ ^hien zusamme«.! so ge« 
Reibe 



.Summen* AulKlnicke ; 



>- 



* ^ 
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453. 



(H-J)p 



p(p— i)a:P^(A aB)* 
120.1,2 



£^(,+;,.;rr'^.,7 + 



n-fl p(p-l)(p-2) 

120* OTJ 



(a?+/iA*)'^(Aar)» + 




"I20.J,2.3 " 



Specieile Fülle leiten kidi leicht aus dieser Gl<^ichang ab. Wird statt p 
alimlUi^ 1.2.3... . gesetzt, so hat man: 

/ x4-2(ar+4x)+3(r+2A3r)-f.....-l.HrxJ..(ii^f)Aa-'! 

(a?+wAg)» , . {ii+l)(ar-j-«A3c )» dn-j-b , 
" 2.3. {/ix)*'^ 24« ~Z 12"^*+"^*'' 



454. 






(ä+hAx)* " (ii+l)(a?+iiAa?)> öii+d, , [^ , w+1 , , 



'^3.4.(Aa?)«~3Ux + "T2""* 6""* 

Lpgen wir die dritte 6teichuDg (440.) zu Grunde; uod setzen 
X^i^=s.v^ und n — 1 statt n, so entsteht: 

Zur Bestimmung des Sumnaen • Ausdnidces der vorliegenden Reibe ist 
uns der erste, zweite und dritte negative Unterschied roo (ar-{-nAx)''.und 
der dritte von xf nSthigc Entwickeln wir diese aus den Gleichungen 
(102«),' (193.) und (194.) dadurc|i, dals wir (x-^hi^x) und x statt • 
setzen 9 so erbitten wir^ nach gehöriger Ordnune und Bieduotiony ibigende 
Gleichung: 
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s 

-/,;+I>ij!p)(Ijp[{»+f)(-t'"'*'^'-TH 

(Hfe;[(Tir-*+»+0(-+»")^'-'^'] 



«r 



Die SummiruDg dor hier angedeuteten Arten von Reihen Ifilkt sich leiebt 

weiter fortsetzenr 

§. 94. 

Ähnliche Anwendungen, wie wir auf die Summimog der Potenzen« 
reihen^ deren Glieder mit einerlei Zeichen versehen sind, gamacht baben^ 
lassen sich auch auf die Potenzenreiben machen^ deren Glieder mit ab- 
wechselnden Zeichen Tersehen sind. Legen wir die zweite Gleicbung 
von (450.) zu Grunde und setzen Xo^=^oi^f so erhalten wir (or ebia Reibe 
von ungerader Griieder » Anzahl r 

Werden nun die angezeigten negativen Aufstuitingen aus den Gleiebnngea 
(82.) und (83.) eiageführty n — 1 statt n gesetzt und gehörig geordaety «o 
gewinnea wir folgende Summenrcihe : 

456. xP^'l(xr\-&c^+Yx-\-2iixy ..+/»[ar + (/i— lyAa?]»» 

n 



4.1.2.3.4 



«••' ••••^ 
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.8 



\\\rJ\ die dritte Gleiohnnff in (450.) sii Grunde gelegt und in ihr Xo^ssx^ 
gen^tsr^ so entnt^^ht: 

1^ Orden aiicr) hier dte .«ngezeigten Geschäfte ausgefiihrt^ n— *1 ttitt n 
ge^ettt, und zvicckmafHi?' geordnet, so govt^iuui man; 

Die Anwcnd^mg auf specielle FSIIe^ so wie d.t^ reifem ^ubuchuog dt^i 
Snr^men-Aüsdrffeke dera»^'ßer Reihen * o-gioht a^ch aus dem Bwherißon 
leicht. Die Summen* Au8d-"'*ko fSf ReiL^n von gerailer Glieder ^Auskt/*i 
folgen sich leidit^ W^^^ ^^'^ ^h ü':lksicmigt9 dafs die Giu Jer ^^iiler negatf« 
ven Aufstufungeiiy mit AuShAuht^t^» deror d^t* xi^^en^ UfU dem encgpgenge» 
setzten Zeichen Versehen »ind« Ghen sc (asj^^n sich nun äh Stimmen« 
Ausdruck •'' für reciproke Potenzenre^^^n , deren Olieder mit den steigen« 
3eo figurirten Zah?f*n versehen ^*i Cy let* ht auflRmlen» 

Eine andere Anwendung; ^ die wit^au;» den im vorhergehenden §. 
gefundenen (tesukaten zid^en^ bestebt*.<.m der SummiruDg der figurirten 
Zahlenreihen^ deren Glieder mvt abweohs^den Zeidien versehen sind« 

Die 8umni|en*4Q&^^'^6 des vorigen §• gelten nicht nur für die 
Ffille, wenn p eine der Zahlen 1^ S^-S, 4^ • • ^ «^ sondern auch dann« wenn 
y9s=0 bedeutet. Setzt man aber p=iOy so versehwinden die Glieder 
aller Scheitdreihen in den geiundenen Sumunew - Ausdrücken , mit « Ana» 
nähme der ersten^ und,4>e Glieder die z^\m Exponenten haben ^ g^ien 
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iu ili^ Eiuiioit iibcr^ dies vA bei Aen iibi*ig Lleibenäen der Fall. Y^\t La« 
hovi (W\^T nur dio CoefGcienfpn des ersten Gliedes aller höheren negativen 
Aufstuiuogfn, v^eiciio die Potenzen von ^ aind^ der Reihe nach nolhi^;, 
iinrl ferner die Coefficienten^ weiche iiadi den Gleichungen (450«) und 
(451^) mit den negativen Aufatufungen der Potenztalfunctionen verbunden 
8in<n Naub dieseo Bemerkungen gewinoen wir unmittelbar aus (450») 
rUr die numeriaohen Ausdrucke der verschiedenen Combinaf ions - Classen, 
deren Glieder mit abwechselnden Zeichen Tersehan sind, und die eine 
uugerade Gliodbr-Auzalil haben, folgende Resultate: 

l-2 + 3-4+ö....+nta 2±1, 

. a.3_, 3.4 4.5 , . w(H+t) _ n(ii+l) , w+t 

'""1:2 + 1:2" 15 **■"•• "^ 1.2 — ■2X2""*""T'» 

2.3.4, 3^ 4A6, . nfn+iyii4.2) _ itfit+t)(it+2) , i»(w+t) . «+t . 

i.?.'!"^ 1.2.3 1.2.3 "'■••""** 1.2.3 ~ 2.1.2.3 T 1.2 '* 8 ' 

2.3.4.5 . 3.4.5.6 4..5.6.7 , . »(it+tXw4-2X«+3) 

*"" 1.2.3.4"'' 1.2.3.4 IÄ3.4 **"• — + i.2.3.4 

_ ii(n-HXn+2)(>i+3) . >i("+'X>»-|- 2) . »»(n+l) r "+1 
2.1.2.3.4 "*" 1.2.3.4 "*" 1.2.8 *'" 16 » 

u. 8. w. , allgemein : 

Mto 4 2.3. ...(r+l) , S.4....rr+2) " , ii(it+l)....(«+r— 1> 
438. 1 — — j-5 1 j-5 _-*-•,. ...^- _ ' ' 

2.1.2. ...r ^ 2M^....(r— 1) *** 2M.2....(r— 2) '.^ * * 2»^ 



Aus (451.) findet man die Summen - Ausdrucke fär Reihen iroi|^derselben 
Art bei gerader Anzahl der Glieder: ;.^ • 

1—2+3— 4+5— ,... — !»«=— Y» 

2.3.3.4 4^, «(n+1) w(n+l) 

*~T2'*"l3 1.2 "*■•"* 1.2 ~ 2.1.2 * 

2^.4 3.4.5 _ 4^, iKw+1 X''+2) _ it(»+l)f«+2) <tfit+l) it 

1.2.5 ""'rO 1.2.3 "*"•••• 1.2:3 "" 2.1.2.3 4.1.2 "8» 

2.3.4.5 . 3.4.5.6 4.5.6.7 , ii(n+l)fw+2Xn+ 3) 
*~Iä:ä4"*'i:23S~1.2.3.4"*''**'" 1.2.3.4 

»(it+l),'it+^)(»+ 3) w(iH-t)(«+ 2) «(>t+t) » 
2.1.2.3.4 . 2*. 1.2.3 1.2J2' 2*' 

u. 8. w. y allgemein : 

459 ^ • 2.3....(r+l) ■ 2.3....(r+ 2) 4.5....(r+ 3) . nfit+1 f»+2).'...fw+r— 1> 

l«2«««»r ' 1.2»»..r l/2««*«r 1*2.3. ..«r 

w(H+l)..4w-f r->l) yt(ii4-^l). .,.( w-f-r— 2) »fn+lV^w+r— 3) ^^ 
. ~ 2.l.2^..r 2M.2.-:-(r— 1) Si^.\.2....{r—2) ''• 2» * 

Crci!e tf Journal d. M. Bd. XIV. Hit 4. 48 



370 23. Oeiting^r^ Summftnrechftufig der durch einfache Functionen erzeugUn Reihen. 



A^. ' 



^IAx4.2^(,+^,y.|Ax^,8^(^^.2Ax)P'^+.... + ^J±li^ 



$. 9«. 
Sehr leiobt lauen sich die Summen- Ausdrnoke far Faoultäten- 
reiben geirioneo, der^u Glieder mit positiven Zeichen und mit den stei- 
genden Bgurirten Zahlen yerbdlden sind. Setzen wir in der zweiten 
und den folgenden Gleichongen tob (449.) X„=:x''^^f so erhalten wir: 

» (ii+l)A-^t«+(«+l)A*K"^-A"'[*+('«+l)A*f "^+'^"'*^"^, 

8.4 

u. 8. w. Die Ausdrücke, welche zur Bestimmung des Summen - Ausdruckes 
. nöthig sind, werden aus der Gleichung (197.) entnommen. Sie sind: 



U« 8» W« 



f^, 



— (p+l){p+2)(Ax)*> 

~ (pH-lj(p+2)(p-f3)(Aap)»-» 



4ao. 



Ihre Einfiihrung fuhrt zu folgenden Resultaten: 
f «P"^4.2(a?+Aa:y"^*+3(a? + 2Aar)Pi^.-|s,..... + ('»+l)(«+nA«)P«A* 

dll (a?-t->tax)^"^ [x-Kn-t)Ax]'^"^^ ■ (j'-ga.ry^^'^ • 
t* (p+ijAx "" (p+lKp+2)(Ax/ +(li|^l)(p4-2)^Aa>)»» 

~ l'i ' ' (p>t)Ax> " 1 • (p+l)<p+2)(Ax)» ■*"(p+1Xj 

(x-3A.r)P+"^ 



arPl^+||(*+Aap)P 



»)(p+2)(p+3XA«)^ 



+ 



{p+<Ärt2)'vP+3rAxj 



li 



.\ 



II. «. w. 






'Tv. 



^ 



U.-. 



nfacht 



Behandelt man die NennerlaculfBten auf gleictM Wi^i^e naeh (440.)^ 
Innt man folgende Reihen neb«C ihren Summen- Ausdrücken: 
/ 1 . 2 . 3 . , . w+1 






+ 



"▼• • • • • "fr* 



n-f« ^ 1 ___• 

''^<|»- i) [a>Ki.4-*)!8a?f "* ' ^' Aar dp-lKp-J) [*+(«+ 1)^»]"-^ ' ^'^Ax)» 

461.'! 1 , 2.3 ^^ 3.4 (n+>)(;, +2) 

(>.+l)(>.+2) «4- 1 . 

1.2.(p-l) [x+(«+l)Axr"^'^A« fp— iXf»— 2) [a?-H'»+l)A»]^" **(Aät)« 

!_ , t . ,^ '- 

(p-l)(p-2Xp-3)[x+(ii+l)Aarr' ' a*(a»)» ^ (p-l )(p.2)(p-3>[»+(ir+il)i»«]^* »(4»)! 

« 

• Sollea die Summen «AusdrBoke für Faoalt&tenr«{lMn mit ai^HUf 
selndeo Zeichen aufgesucht w^en, so fn|irt dne der ih $.82. und 89l <. 
iihnlidie Bebancfiiipgsweise zum Ziele. ^-s / 

§.97. - 

Die^^pmo^ungen auf JbapooentialgrSlfen und die durch aie erseug« 
ten Reihen sino sehr leicUg|f3etzt man n&mlioh in (449^) X^ s;; o*, so . 

fol|^de Darstdlung 






'^ 



" "^* #»»HAje 






or»-}- 






tt. 8« w« Die zur Conatruirang des Summen -Ausdruckes nSthig werdenden 
iie);ativeo Untersch*ede gewinnen wir aus (202.) ^ wenn wir die erfbrder» 
liehen Werihe cubstituiren. Sie sind: 



A-'i^ 



^-tö»HM-l>A» 



^-3 ^ar^ir4.|)AJi — - 
U. S« W«. 






1 > 



?* 



A-^O* 



(o^ — l) 
(qÄ* — 1) 



3> 



u* a* w* 

4S/ 



/ 



J 



? •. 



f& > 



v^ 



.^ 
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Die Substitution der angeseigtein Wcrthe iiihrt zu folgender JDantelluag : 
und aUgemein: 



462. 



y 



11 






T-.i|l 






r-i 1 1 ^*+(»+l)4* 






(«+!) 



rw.j 1 1 ^»f(iKf 1)ZU; 



•f* • • • • "j* 



^x-Hr+l)Aie _ ^Jr 






r -fj' 



Diese Arteir von Reiben haben wir schon in der dritten l/nterstiohung un- 
serer Forschungen in der Anaijsis und in der 3ten Abhandlung unseres 
• Diflbrenzlal - Calcn's gegeben, und wir verweisen deswegen auf die dort ge- 
fimdenen Resuhatet 

^ '->, Auf ä^nb'che Weise, wie die vorstehenden Gleichungen, finden wir 

' ftuB (449.) und (203.) die Reihen mit ihren Summen -Ausdriicl^cn von foU 

gender Arti 
/ 1 . 2 . 3 I ^ n+1. 






j«*' . 



463. 






-I- 



a*+2Aj 



+ 



• • • 




tlX+H&X 



.«A* 



a 



fSx 



(f-a^)a*+("+'J^' {l-a^fa*^'*"^ (l-a'^'ja' 



i . 2.3 



^« 



1.2a'+'4» 



•|* • • » • •p" 



(«+t)(«+2)aAx 



(«+1) 



,2A« 



:-.+ 



(n+l) (n + 2) . 

"^™*~-« — ■■■!■ ■■ I 



,3Aar. 



1 2(l-a'^}a*^^''+*^^ (l.a^)'a'+^"+'^^ (1.«^)^«^+^"+*^^ (l-a^)'o* 

^ U« 8« W« 

Das allgemeine Gesetz läist sich hieraus sehr leicht erkennen« 

§. 9«. 
Wenden wir die in (450.) und (45 K) mitgetTio/lten Formeln auf 
ExponentialgrSüien an^ so erhalten wir fSr jedes beliebige n: 

ö*— 2 0*+^+ 3 ß^^'^* — . . . . ± (/i + 1) ^•^+''^ 



4 

;" '. 



j . * ■■ 
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'^^Tä" ^o" 1.2" .+*«"± — nf — * 

u 5. w. Dia zur Boätiniuiuag Jei- gcäiioliieu Suiuniea <* AusclrSf&e aStbi- 
i<u. Aiisdräcke ziehüii wir aus der Gietcbuog (87.). Sie sind: 

„jf+("+>)A* U» 8* W. 

0« ■• yfm 
Ihre Einfiihrung erzeugt folgende Summenreihen mit abwecbseladen ZeidiMit 

gUgemeiDt 

Das positive Zeichen gut for eia gerades, das ne^tire för ein uiigorades i> 

s 

Legen wir nun die Siüusfuuctloo zu Gtucde^ und suchen Reihen 
mit ihren Suniinra«AaiidrQcken für sie auf, so haben wir su berncksioh« 
tigen^ dafe naoh (449.) sur Auffindnug der Summenformeln folgende Aus* 
drnoke aus (206ii) nöthig werden: 



A i ^ , M»^"'«g'<> SummenrrekHiuis rftr äutefi ein/acht Functiotun trzeugteH Rethm 






2'(8inf A:r)»» 
2*(sm Jaä-)» * 

Durdi gehören Subetituirou rrlialtoo wir: 

465. •iD«+2wo(* + Aaf) + 38io(*+3Ä«)+....+(fl+l)wB(«4-«Ä«) 

__ ('i+l)co8[x4-fn + i)^j1 1 gia(.g+»A jr> iin(x — Aj -) . 

/ , ••— * \ . «4-1 
SsisiAx "^ 2(uiiiAjr}' 

Dt« letzte Gleiohuqg «ntsteht, wenn die zwei letzten GOeder des Snrnmni- 
A<iiulrucka.nach (425.) in efai rerew^t werdeo: 

* I.^Jwai^j T" t *2'(4iiifAr>*'*" aMsufu)) 2*(siBiA»)i 

Die sweita GMelmg «BMeht, mna die beiden letKai Aimdriwfce uMh 
(423.) in ein 
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, 2.3.4 . / i , X, 3.4.5 ./,.>.>! i («-f-nfw+SK/F+S) . . , \ 
01007+ — g^in(jg+Aj?) + |-j^giD(3?+iAa?)+.... + ' 12 " 3 sid(jp+^ajf) 

~ 1.2.3.28infAa? "*" 1.2.2»(»iDfAx)* "*" lEi^jAx)« 

filD [X- |-(W — i)Ax\ , 810 (JC — 2Aap) 

2^(8in|Ax)* •" 2*» (sio jAa?)* 
_ (H+r/ ' ' co8[a>f (w+f )Aa?] , (/i+l)''^in(j-+wA.T) , rw-t-1)co§[a?-K>i— })A a?] 

/ , n— 3 \ . w+3 ' 

cos l x-| 5 — Ajt I Sin — ~- 6x 

2*(8iD|Aa-)^ ^ 

u« 8* w« Das GesetCy wekhes diesen Summen - Ausdracken za Grande 
liegt, ist illnfaeb) und lüfst sioh leicht aus der Analogie der einzelnen FOlle 
erschiiefsetii 

§. 100. 

Wir gewinnen die Reihen für die Function des Cosinus^ deren Glie- 
der mit positiven Zeichen verbunden sind, wenn wir die Gleichungen 
(449.) zu Grunde legen. Es werden uns dann die Unterschiede des Co« 
tinus nothig. Sie sind nach (207.) 'folgende : ' 

—iir .—1 r I / I 4\ T sio te + C^+J)^^] 

A •X,a4 c= A^00«[a? + (/l+l)AdFl =r — o» / ■ T. v> > 

A Jl,+i — A OOalar+e^+ljAÄrJ — 2>(8io4A«)» > 

II« 8« W« 

A-*X «s A-*OOSflP S= — oa/' lA \1 > 
A Jt == A cosjr = ^ ' ' 

- 2«(8iDiAx)» 

n« s« w# 
Das EinfShreii der in (440.) angezeigten Werthe erzeugl folgende Resultate : 

^'cosjr+5öos(a?4*A^) + 3ces(x-f aAar)-f- •,.• +(/z ^•Jl)öös(ar f- '?A;r) 

^ (w + 1} sin [a?4' (w -^ ^) A jc] , ro»(a:.+ n Aar) cosfap — Ax ) 
^gg ; ~ 28injAx • ^MiiniAÄ)» 2M»in|A.TT 

(Äjf Ijsin [ay -Kiy+^)A3 cJ \ '^ 2 / 2 

*^ 2siDjA:r 2.(siDiAx)* ' 



466. 
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I (w-H (n4-2)t\nlx+(r-i-l)&x) , (n- i-i)cn%r . v+n/ue ) ^ sin^-f ( n-j)AJc3 , siVa^-jA x) 






I— (''•fri)(''-l-2) »' ''[*-f("4- »^] • (w-f 1) cos(x-t-wAx) _ ^"»V*'*'~ä~^^ )*'"' 
'"" / 1.2.26iaiAa; "'" 2»(»iniAäp)» 2«(tM|A«)> 

n« s* w> 
Das Gesetz, welcbem die Biidangs weise dieser Sommen-AusdrndKe nntOP« 
liegt, labt siob leicht iueraos erkenucn. 

f. 101. 
Um die Sinnmeii-AuscIrQcke fiir Sinimreihen^ deren Glieder mit 
ebw^tobseloden Zeichen uik1 fij^urirten Zahlen verbunden sind , zu finden, 
nnd uns nach den Gleichuogeo (450.) und (451«) die negbtiven Aufrtu« 
fimgen für die Function des Sinus nutbig. Aus der Gieiobung (Ol«) er- 
halten wir: 



o 



und 



^••X„^i ^ ^-*sin[^ + ('^+l)Ax] 
^X,+, « C^-^sin[ar+(«+i)A^l 

Q» S» W*9 



sin [op-t-fn-^ I) A«} 

2*(CM|A«)* 



^X^ x= ^-« s!a« 



^Xg ass ^sinjf = 



s» w. 



ti»(3P~-A< r) 
2' (CO« Ja a?)»» 
. / 3A«\ 

•n^ — 5-/ 



•lO 



2« (cos jAx)» 



Zieben wir die Reihen von gerader uod ungerader Gßeder- Anzahl anam^ 
men, so erhalten wirt ,. 

smar— 2sin(«+2Aap) + 3wD(ar+.5Ajr)—..^,±(«4.1)ill,{«-f(n4.1)A*] 

. r O»J-i) «in [a?+ (h + 1) A x] , »ia(j+iiA») l , sU(*->Ag) 
""^l 2co»iAar .• ^ 2* (cos § A«)»J *^(^t |a«)* » 



467. 



sln*-f|8in (*+2äx) + 1^ sin («-I-2AJP) 

(«+l)(«+2) 



• • t 




1:2 



sin (»+'***') 



\VU •• Vf< 



■t-2)»iB[3PH.f« + S)A3p3 . (n+l)8iD(jff bA») 

1.2.2co«iA» ^ 2*(cos|A<r/ 

* 2*(cm4^«^' "*" 2'(co«|A«)« 



V 
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Aus den vorstehendeo tpacielleD Fttllea Ififtt Moh leicht das allgemeine Ab» 
leitungsgesetz" für die wettern Reihen erkenneB. Das positive Zeichen 
gilt für Reihen von ungerader^ das negative für solche von gerader Glie- 
der-Anzahl« 

§• loa* 

- Um läummen « Ausdrücke für. Cosinus -Reihen, deren Glieder mit 
abwechselnden Zeichen und figurirten SSahlen verbunden sind , zu finden, 
werden die negativen Aufsti^ngen des Cosinus noihig« Sie sind nach der 
Gleichung (95.) in Übereinstimmung mit den GIfeiohungen (450.) und (451,) 
folgende: ' 

u.«s. w* ' ■ ■ " 

^ " * 2«(co8}Ax)*» 

^ • " ^ 23.(co»iAa:)« 

u. s. w# . 

Die . Einführung dieser Werthe erzeugt für Reihen y^p ungerader und ge- 
rader Gh'eder-Aozahl folgende Darstellungen: 

^ C0SJP-— 2cos(a?4"^^) + 3cö'(* + 2AjF)-— •..-. + (/i-|-l)cos(ap+/iAjr) 



und 



468. 



— .2coBiAx — 2*(cosf Ax)*"**»2*.cö8*Aa? * 

^ . (w+l)(w+2)co8[a?-Kyt-hf)Ax] , (yt4't)fo«(a?-f wAa?) , cof[J»fi(Ff-})Aar] . co8(3P-|Ajr) 
"^^ ' 2cb8fAje ^ 2^T08iAar)' — 2«(co8fAar)« '*"2Hco8jAx;' 

u« s* w. 

Das positive Zeichen gilt für eine Reihe von ungerader^ das negative für 
eine ^on gerader Glieder -Anzahl» . 

5. 103. 
Bis jetzt haben wir in der Summenrecbnung solche« Reib^ be- 
handelt | deren Glieder mit den figurirten Zahlen veri)undGn sind. ; Et» 
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lassen sich aber auoh Reihen mfiitel|to|' jtortn Glieder mit andern^' reget« 
mSAiig forilaufeodeD, CoeffioieIltell^ wie jb« B« mit den Poteifzen der oatur« 
Hohen Zahlen, verbunden sind« Durch schickliches Anreihen der Grund« 
gleichungen würde man z. B« folgende für die Summirung aller durch 
einfädle Functionen erzeugten Reihen geltende Gleichungen finden: 

469. Xo + 'Ji'X, + yX,—i^X, + .... + (n+lfX, 

470. Xo'-rx.^yx.—^^x.+.L+^n+iyx, 

Eine Anwendung auf die Sinusreiben würde folgendes Resultat erzeugen: 
471. suiJP +4sin(ap -J- Aap) + 9sin(ar +• 2ax) + .... + (« +l)^8in(jp +/i ä jp) 

_ (w4-l)*co8[a?+(«+})Ajc] , ^n-t-l)(w+2)sin(>y+yfA x) g (y,+l)cos[g+(w f)Ajc] 
*^ Ssiii|Ax "*" 1.2.2*(8injAa:j^ "• 2'(8iojAa?)« 

, 8iD[x-4-(/i—l)A3?] I 8io(x — 2aa?) 

2*(8in}Ax)* ' 2*(8iD§A«)^ ' 

472# sinar— 4sin(ap+^^) + 98in(jr+2Ajp) — .... + («+!)' sin (jp'+/2 Aar) 

_ (ii+i)V^ie[g+(n+})Ajc] , (w+l)(l+2)8iD(a>fifAx) (it+1^ 

~— 2coftiAx — l-2.2*(co8iAx)* — 2»(co85ax)* 

4- ^'pE^^i^C^» — l)Ax] I 8in(a:>~2A3c) 
^ 2^(cosjAx)* "*"2*(codfAx)** 

Es ist einleoohtend^ dafs sich diese Idee noch weiter rerfolgen ladt; und 
dab ilich Reihen nebst ihren Summen -Ausdrücken gewinnen lassen^ de- 
ren Glieder udl ganz allgemeinen Torzahlen Terbunden sind^ und die 
folgende Gestalt haben: 

(A't+r+l)A'o+(A'i+'>+I)X|+(A^i+3r+l)X,+..^ 
(<+/+l):^. + r+l)Ao + (/r,+2r + l)(Z, + 2r+l)A^ + ...^ 

U» 8« W. 

Eben so (Sr Reihen ^ die nit abwedisebden Zeieben verbunden sin4. 
IKer mag ea S^Sgen» mF sie anfmerkmm gemadit^ und gfuigl zu ha* 
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hfiu^ dafs allen FiinctioneD, welche die Mathematik bisher aufgefunden 
hat^ {»leicbe Gesetze, gleiche BeliaDclIungswfise zu Grunde liegen; dafs 
auf Kreisfunctionen die nämliche Ableifungs^ und EntwiiikelungBgesetze 
ausgedehnt werden können^ yvie auf andere^ weldhe'^ Ahalysis auf« 
gefunden bat; däls qn|er ihnen gleicher Algorithmus herrscht» Ferner 
sind wir durch die vorgelegten Entwidkelungen auf den Zusammenhang 
geführt^ der zwischen der Summirung der, Reihen fiir Progressionen^ 
Foteozialgrölsen, Facultäten, deren Glieder mit figurirten Zahlen verbun* 
den sind^ und denen .der Kreisfunctioneiii die gleichen Gesetzen unterlie* 
gen-y Statt findet ^ und wonach schon Sipftun in seiner Trigonometrie und 
mlfthmötik der Sinus und Cosinus forschte« 

(Die ForUeCuBg folgt) ' 



*' ■* 



-*■ 
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Einige Druokfebler im 13. Bande d. J. 
S. 235 Z. 16 T* «• 1169 iO. Ba. 8tatt & Bi. 

— 257 - tl T. «. 1. 4-T^ »^- = 7=^ 

— — — 8 T. n. U — j— 8U — *— 

1 r 

Im 14» Bande d. J» 

— 51 — 20 loco adiidt lege adiiclo « , 

legey 

— 53 — 3 loco secimdam hge secundAm a« i 

— — in formalis (5.) loco nj^ic ^H'^ nm^i ^ o > •* *** prima earam loco y^ lege ^Vt 

w 1 

~ 55 in theoremate propoiito loco nn^s ^^^^ 2^^ S 

~ 56 lin. 17 loco J, lege P^ 

-*- 12 loco Au^i lege ^^ 



c ■■ 
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